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Tóm tắt

Bài báo xây dựng nghiệm giải tích dựa trên lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất để phân tích phi tuyến ứng xử uốn
của tấm FGM xốp đặt trên nền đàn hồi Pasternak. Vị trí mặt trung hòa cùng ba loại phân bố lỗ rỗng: đều, đối
xứng, bất đối xứng được xét đến. Bằng việc sử dụng phương pháp Galerkin, lời giải giải tích theo phương pháp
chuyển vị đã được thiết lập với các điều kiện biên khác nhau. Độ tin cậy của mô hình lý thuyết cũng như chương
trình tính viết trên nền Matlab được kiểm chứng với kết quả của một số tác giả khác đã công bố. Các ví dụ số
đã được thực hiện nhằm đánh giá ảnh hưởng của dạng phân bố và hệ số lỗ rỗng, tỉ số kích thước các cạnh, các
hệ số nền đàn hồi Pasternak và điều kiện biên đến độ võng, các thành phần mô men uốn nội lực trong tấm FGM
xốp.

Từ khoá: phân tích uốn phi tuyến; tấm vật liệu FGM xốp; lời giải giải tích; lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất; tiếp
cận chuyển vị.

GEOMETRICALLY NONLINEAR STATIC ANALYSIS OF FUNCTIONALLY GRADED POROUS PLATES
RESTING ON PASTERNAK ELASTIC FOUNDATION BY USING DISPLACEMENT APPROACH AND
NEUTRAL SURFACE POSITION

Abstract

In this paper, the analytical solution is presented for nonlinear bending response of functionally graded porous
(FGP) plates based on first-order shear deformation theory. The neutral surface position and three patterns of
porosity distributions namely uniform, non-uniform symmetric and non-uniform non-symmetric are consid-
ered. Using displacement approach in conjunction with Galerkin method, the analytical solution is obtained
for various boundary conditions. The numerical examples are performed and compared with those available
in the literature to show the accuracy of the present results. The effects of porosity distribution patterns and
porosity coefficient, an aspect ratio of plates, Pasternak elastic foundation parameters, and boundary conditions
on deflection, stress resultants of FGP plate are investigated.

Keywords: nonlinear bending analysis; functionally graded porous plate; analytical solution; first-order shear
deformation theory; displacement approach.
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1. Giới thiệu

Một trong những phát kiến quan trọng nhất về vật liệu tiên tiến trong những năm 80 của thế kỷ 19
là sự ra đời của vật liệu có cơ tính biến thiên (Functionally graded material - FGM) bởi các nhà khoa
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học Nhật bản. FGM là loại vật liệu composite có cấu trúc vi mô không đồng nhất, thường được tạo
thành từ hai vật liệu thành phần là kim loại và gốm, trong đó tính chất cơ học của vật liệu biến đổi
trơn và liên tục giữa hai bề mặt. Gần đây, một loại vật liệu FGM thế hệ mới gọi là vật liệu FGM xốp
(functionally graded porous materials) có các lỗ rỗng trong cấu trúc vi mô, được biết đến như là một
loại vật liệu nhẹ, trong đó hệ số rỗng là biến thiết kế, có thể điều chỉnh để đạt được những tính chất
cơ học mong muốn.

Các kết cấu nhẹ sử dụng vật liệu FGM xốp như bọt kim loại (metal foam) chẳng hạn có tiềm năng
ứng dụng trong nhiều lĩnh vực như hàng không, giao thông vận tải, xây dựng dân dụng [1–3]. Với khả
năng hấp thụ năng lượng tốt, bọt kim loại cùng với các loại vật liệu xốp khác như bông, gạch, bê tông,
nhựa alphat, nhựa PU trong cấu trúc có lỗ rỗng là lựa chọn thích hợp để chế tạo các tấm cách âm, cách
nhiệt, các cấu kiện chịu được tải trọng động hay tải trọng va chạm. Cùng với sự gia tăng ứng dụng,
các nghiên cứu về ứng xử cơ học của kết cấu bằng vật liệu FGM xốp ngày càng thu hút sự quan tâm
của đông đảo các nhà khoa học trong và ngoài nước. Đa số các nghiên cứu này đều tập trung về phân
tích tuyến tính ứng xử uốn, dao động và ổn định của kết cấu dầm, tấm và vỏ [4–10].

Để mô tả gần hơn sự làm việc của kết cấu trong thực tế, các phân tích phi tuyến thường được sử
dụng. Praveen và Reddy [11] sử dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất (First-Order Shear Deformation
Plate Theory - FSDT) có kể đến thành phần biến dạng phi tuyến von-Kárman phân tích tĩnh và động
tấm P-FGM có kể đến ảnh hưởng nhiệt bằng phương pháp Phần tử hữu hạn (PTHH). Zhao và Liew
[12] phân tích phi tuyến tấm FGM chịu tác dụng đồng thời của tải trọng cơ-nhiệt bằng phương pháp
kp-Ritz không lưới (mesh-free kp-Ritz method). Yin và cs. [13] khảo sát ứng xử phi tuyến của tấm
FGM bằng phương pháp đẳng hình học. Na và Kim [14] khảo sát ứng xử uốn phi tuyến của tấm FGM
chịu tác dụng của tải trọng cơ-nhiệt bằng phương pháp PTHH-3D.

Ngoài các phương pháp số được sử dụng trong các phân tích kể trên, phương pháp giải tích cũng
là một công cụ hữu hiệu thường được nhiều tác giả lựa chọn. Theo tiếp cận ứng suất, Tung và Duc [15]
phân tích ổn định phi tuyến tấm FGM bằng phương pháp giải tích. Lý thuyết tấm cổ điển (Classical
Plate Theory - CLPT) và phương pháp Galerkin được các tác giả sử dụng để nhận được phương trình
ổn định phi tuyến. Cũng sử dụng lý thuyết CLPT, hàm ứng suất Airy và phương pháp Galerkin, Thang
và cs. [16] đã thiết lập lời giải hiển cho phân tích phi tuyến tấm S-FGM. Duc và cs. [17] phân tích
ứng xử ổn định phi tuyến nhiệt của tấm FGM trên nền đàn hồi sử dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc ba
(Third-Order Shear Deformation Plate Theory - TSDT) và hàm ứng suất. Woo và cs. [18] phân tích
dao động riêng phi tuyến của tấm mỏng FGM.

Theo tiếp cận chuyển vị, Shen [19], Yang và Shen [20] phân tích ứng xử uốn phi tuyến của tấm
FGM chịu tác dụng của tải trọng cơ-nhiệt sử dụng kỹ thuật hàm phạt (pertubation technique) trên cơ
sở lý thuyết TSDT. Wu và cs. [21] phân tích sau ổn định tấm FGM với các điều kiện biên khác nhau
bằng phương pháp giải tích sử dụng chuỗi đa thức hữu hạn Chebyshev và lý thuyết FSDT. Alinia và
Ghannadpour [22] sử dụng nghiệm chuyển vị dạng hàm điều hòa để phân tích phi tuyến tấm mỏng
FGM chịu uốn.

Các phân tích ở trên cho thấy, nghiên cứu về ứng xử phi tuyến của tấm FGM thực sự không nhiều,
đối với kết cấu tấm bằng vật liệu FGM xốp thì các nghiên cứu về chủ đề này lại càng hạn chế. Sử
dụng lý thuyết FSDT, Duc và cs. [23] khảo sát ứng xử động lực học phi tuyến của tấm FGM có vi bọt
rỗng. Tu và cs. [24] nghiên cứu ổn định và sau ổn định của tấm FG xốp không hoàn hảo dưới tác dụng
của tải trọng cơ học. Cong và cs. [25] nghiên cứu ổn định cơ-nhiệt phi tuyến và sau ổn định của tấm
FGM có vi bọt rỗng trên nền đàn hồi sử dụng lý thuyết TSDT. Phung-Van và cs. [26] kết hợp lý thuyết
TSDT và phương pháp đẳng hình học phân tích ứng xử uốn phi tuyến của tấm FGM có vi bọt rỗng.

Khi nghiên cứu về về vật liệu FGM với cấu trúc vật liệu không đối xứng, mặt trung bình hình học

167



Hải, L. T. / Tạp chí Khoa học Công nghệ Xây dựng

và mặt trung hòa thường không trùng nhau. Để loại bỏ tương tác màng - uốn, nhiều tác giả thường
tính toán với hệ tọa độ quy chiếu đặt trên mặt trung hòa thay vì tính toán trên mặt trung bình như vật
liệu đẳng hướng [27–30]. Với việc chuyển hệ tọa độ quy chiếu về mặt trung hòa, trong các hệ thức cơ
bản sẽ không có tương tác màng - uốn, như vậy thời gian tính toán sẽ được rút ngắn, nhất là với các
bài toán phi tuyến.

Tấm trên nền đàn hồi là mô hình cơ học mô phỏng sự làm việc thực tế của mặt đường bê tông
xi măng, mặt đường nhựa, đường băng sân bay hay đáy của các bể chứa đặt trên nền đất của công
trình. Các tấm tường của lò phản ứng hạt nhân, hầm chứa, bể chứa hóa chất và nhiều cấu kiện công
trình khác cũng được mô hình hóa như là kết cấu tấm đặt trên nền, hay bao quanh bởi nền đàn hồi.
Các nghiên cứu về tấm trên nền đàn hồi vì thế là bài toán quan trọng và được nhiều tác giả quan tâm
nghiên cứu [31–34].

Trong bài báo này, phương pháp chuyển vị sẽ được sử dụng để phân tích ứng xử uốn phi tuyến
của tấm chữ nhật FGM xốp đặt trên nền đàn hồi với một số điều kiện biên khác nhau có xét đến vị
trí mặt trung hòa. Hàm xấp xỉ chuyển vị được giả thiết dưới dạng hàm điều hòa kép, hệ phương trình
phi tuyến để giải nhận được bằng cách sử dụng phương pháp Galerkin trên cơ sở lý thuyết biến dạng
cắt bậc nhất. Ảnh hưởng của ba loại phân bố lỗ rỗng: đều, không đều đối xứng và không đều bất đối
xứng cũng như hệ số mật độ lỗ rỗng, điều kiện biên và các tham số kích thước tấm, tham số nền đến
độ võng và các thành phần nội lực sẽ được khảo sát.

2. Mô hình tấm bằng vật liệu FGM xốp

Xét tấm chữ nhật bằng vật liệu FGM xốp có chiều dài a, chiều rộng b và chiều dày h như Hình 1.
Tấm được đặt trên nền đàn hồi Pasternak với các hệ số nền: Kw là hệ số độ cứng uốn (Winkler
stiffness), Ksi (i = x, y) là hệ số độ cứng cắt (shear stiffness).

Trong bài báo này, phương pháp chuyển vị sẽ được sử dụng để phân tích ứng xử 
uốn phi tuyến của tấm chữ nhật FGM xốp đặt trên nền đàn hồi với một số điều kiện 
biên khác nhau có xét đến vị trí mặt trung hòa. Hàm xấp xỉ chuyển vị được giả thiết 
dưới dạng hàm điều hòa kép, hệ phương trình phi tuyến để giải nhận được bằng cách 
sử dụng phương pháp Galerkin trên cơ sở lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất. Ảnh hưởng 
của ba loại phân bố lỗ rỗng: đều, không đều đối xứng và không đều bất đối xứng cũng 
như hệ số mật độ lỗ rỗng, điều kiện biên và các tham số kích thước tấm, tham số nền 
đến độ võng và các thành phần nội lực sẽ được khảo sát. 
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trong đó Emax,Gmax lần lượt là các giá trị lớn nhất của mô đun đàn hồi kéo - nén, mô đun đàn hồi
trượt và khối lượng riêng; Emin,Gmin là các giá trị nhỏ nhất tương ứng (xem Hình 2). Hệ số Poisson
được coi là không thay đổi theo chiều dày tấm.

trong đó max max,E G  lần lượt là các giá trị lớn nhất của mô đun đàn hồi kéo - nén, 
mô đun đàn hồi trượt và khối lượng riêng; min min,E G  là các giá trị nhỏ nhất tương ứng 
(xem Hình 2). Hệ số Poisson được coi là không thay đổi theo chiều dày tấm. 
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Hình 2. Tấm bằng vật liệu FGM xốp với các hàm mật độ phân bố lỗ rỗng khác nhau 
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3. Lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất  

Sử dụng hệ tọa độ quy chiếu đi qua mặt trung hòa, các thành phần chuyển vị 
, ,u v w  của điểm bất kỳ có tọa độ (x, y, zns) trong không gian tấm [38]: 
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trong đó: 0 0 0, ,u v w  là các thành phần chuyển vị của điểm trên mặt trung hòa theo các 
phương x, y, zns; ,x yT T  là các góc xoay của pháp tuyến mặt trung  hòa quanh hai trục y, x.  

Các thành phần biến dạng có kể đến thành phần phi tuyến hình học theo nghĩa von 
Kármán [38] có dạng sau: 
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(a) Phân bố đều

trong đó max max,E G  lần lượt là các giá trị lớn nhất của mô đun đàn hồi kéo - nén, 
mô đun đàn hồi trượt và khối lượng riêng; min min,E G  là các giá trị nhỏ nhất tương ứng 
(xem Hình 2). Hệ số Poisson được coi là không thay đổi theo chiều dày tấm. 
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Hình 2. Tấm bằng vật liệu FGM xốp với các hàm mật độ phân bố lỗ rỗng khác nhau 

Hệ số mật độ lỗ rỗng e0 được tính theo: 
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Vị trí mặt trung hòa của tấm FGM xốp trong trường hợp phân bố bất đối xứng 
không trùng mặt trung bình, được xác định từ điều kiện [37]: 
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3. Lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất  

Sử dụng hệ tọa độ quy chiếu đi qua mặt trung hòa, các thành phần chuyển vị 
, ,u v w  của điểm bất kỳ có tọa độ (x, y, zns) trong không gian tấm [38]: 
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trong đó: 0 0 0, ,u v w  là các thành phần chuyển vị của điểm trên mặt trung hòa theo các 
phương x, y, zns; ,x yT T  là các góc xoay của pháp tuyến mặt trung  hòa quanh hai trục y, x.  

Các thành phần biến dạng có kể đến thành phần phi tuyến hình học theo nghĩa von 
Kármán [38] có dạng sau: 
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(b) Phân bố đối xứng

trong đó max max,E G  lần lượt là các giá trị lớn nhất của mô đun đàn hồi kéo - nén, 
mô đun đàn hồi trượt và khối lượng riêng; min min,E G  là các giá trị nhỏ nhất tương ứng 
(xem Hình 2). Hệ số Poisson được coi là không thay đổi theo chiều dày tấm. 
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Hình 2. Tấm bằng vật liệu FGM xốp với các hàm mật độ phân bố lỗ rỗng khác nhau 

Hệ số mật độ lỗ rỗng e0 được tính theo: 
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Vị trí mặt trung hòa của tấm FGM xốp trong trường hợp phân bố bất đối xứng 
không trùng mặt trung bình, được xác định từ điều kiện [37]: 
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3. Lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất  

Sử dụng hệ tọa độ quy chiếu đi qua mặt trung hòa, các thành phần chuyển vị 
, ,u v w  của điểm bất kỳ có tọa độ (x, y, zns) trong không gian tấm [38]: 
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trong đó: 0 0 0, ,u v w  là các thành phần chuyển vị của điểm trên mặt trung hòa theo các 
phương x, y, zns; ,x yT T  là các góc xoay của pháp tuyến mặt trung  hòa quanh hai trục y, x.  

Các thành phần biến dạng có kể đến thành phần phi tuyến hình học theo nghĩa von 
Kármán [38] có dạng sau: 

0

0

0

;
xx x

y y ns y

xy xyxy

z

HH N
H H N

J NJ

 ½ ½  ½
° °° ° ° °° ° �® ¾ ® ¾ ® ¾

° ° ° ° ° °
¯ ¿ ¯ ¿° °¯ ¿

 
0

0
xz xz

yz yz

J J
J J

 ½ ½° ° ° ° ® ¾ ® ¾
° °¯ ¿ ° °¯ ¿

 (7) 

(c) Phân bố bất đối xứng

Hình 2. Tấm bằng vật liệu FGM xốp với các hàm mật độ phân bố lỗ rỗng khác nhau

Hệ số mật độ lỗ rỗng e0 được tính theo:

e0 = 1 −
Emin

Emax
= 1 −

Gmin

Gmax
(0 < e0 < 1) (4)

Vị trí mặt trung hòa của tấm FGM xốp trong trường hợp phân bố bất đối xứng không trùng mặt
trung bình, được xác định từ điều kiện [37]:

h/2∫
−h/2

(z −C) E(z)dz = 0 ⇒ C =


h/2∫
−h/2

zE(z)dz

 /


h/2∫
−h/2

E(z)dz

 (5)

3. Lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất

Sử dụng hệ tọa độ quy chiếu đi qua mặt trung hòa, các thành phần chuyển vị u, v,w của điểm bất
kỳ có tọa độ (x, y, zns) trong không gian tấm [38]:

u(x, y, zns) = u0(x, y) + znsθx(x, y); v(x, y, zns) = v0(x, y) + znsθy(x, y); w(x, y, zns) = w0(x, y) (6)

trong đó: u0, v0,w0 là các thành phần chuyển vị của điểm trên mặt trung hòa theo các phương x, y, zns;
θx, θy là các góc xoay của pháp tuyến mặt trung hòa quanh hai trục y, x.

Các thành phần biến dạng có kể đến thành phần phi tuyến hình học theo nghĩa von Kármán [38]
có dạng sau: 

εx

εy

γxy

 =

ε0

x
ε0

y
γ0

xy

 + zns


κx

κy

κxy

 ;
{
γxz

γyz

}
=

{
γ0

xz
γ0

yz

}
(7)

trong đó: ε0
x = u0,x +

w2
0,x

2
; ε0

y = v0,y +
w2

0,y

2
; γ0

xy = u0,y + v0,x + w0,xw0,y; κx = θx,x; κy = θy,y;

κxy = θx,y + θy,x; γ0
xz = w0,x + θx; γ0

yz = w0,y + θy. Dấu (,) đi kèm các thành phần chuyển vị chỉ đạo hàm
riêng theo biến tương ứng.
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Vật liệu FGM xốp được coi là đàn hồi tuyến tính, các thành phần ứng suất được xác định từ định
luật Hooke:

σx

σy

σxy

 =
 Q11 Q12 0

Q21 Q22 0
0 0 Q66



εx

εy

γxy

 ;


Mx

My

Mxy

 =
 C11 C12 0

C12 C11 0
0 0 C66



κx

κy

κxy

 (8)

trong đó: Q11 = Q22 =
E(zns)
1 − ν2 ,Q12 = Q21 =

νE(zns)
1 − ν2 ,Q44 = Q55 = Q66 =

E(zns)
2 (1 + v)

.

Các thành phần nội lực được suy ra từ biểu thức định nghĩa:
Nx

Ny

Nxy

 =
 A11 A12 0

A12 A11 0
0 0 A66



ε0

x
ε0

y
γ0

xy

 ;


Mx

My

Mxy

 =
 C11 C12 0

C12 C11 0
0 0 C66



κx

κy

κxy

 ;

{
Qxz

Qyz

}
=

[
As

44 0
0 As

44

] {
γ0

xz
γ0

yz

} (9)

trong đó:
(
Ai j,Ci j

)
=

h/2−C∫
−h/2−C

Qi j
(
1, z2

ns

)
dzns; i j = 11, 12, 66; As

44 = ks

h/2−C∫
−h/2−C

Q44dzns; ks là hệ số hiệu

chỉnh cắt, với tấm chữ nhật vật liệu FGM xốp: ks = 5/6. Biểu thức (9) cho thấy việc sử dụng mặt
trung hòa đã giúp loại bỏ được các tương tác màng-uốn trong tấm.

Nguyên lý thế năng toàn phần cực tiểu được sử dụng để thiết lập các phương trình cân bằng của
tấm [39], với dạng toán học như sau:

0 = δUP + δUF + δV (10)

trong đó δUP, δUF , δV lần lượt là biến phân của thế năng biến dạng đàn hồi của tấm, thế năng biến
dạng của nền và thế năng của tải trọng.

Hệ phương trình cân bằng thu được có dạng [39]:

Nx,x + Nxy,y = 0; Nxy,x + Ny,y = 0;

Qxz,x + Qyz,y + Nxw0,xx + 2Nxyw0,xy + Nyw0,yy − Kww0 + Ksxw0,xx + Ksyw0,yy + q = 0;

Mx,x + Mxy,y − Qxz = 0; Mxy,x + My,y − Qyz = 0

(11)

Các tham số điều kiện biên bao gồm: (un,Nn) , (us,Nns) , (w0,Qn) , (θn,Mn) , (θs,Mns) . Các chỉ số
dưới n, s thể hiện phương pháp tuyến và tiếp tuyến của biên tấm.

Thay liên hệ giữa các thành phần nội lực qua biến dạng, biến dạng qua chuyển vị từ các quan hệ
(7)–(9) vào (11), ta được hệ phương trình cân bằng theo chuyển vị theo lý thuyết biến dạng cắt bậc
nhất:

A11
(
u0,xx + w0,xw0,xx

)
+ A12

(
v0,xy + w0,yw0,xy

)
+ A66

(
u0,yy + v0,xy + w0,xw0,yy + w0,yw0,xy

)
= 0;

A12
(
u0,xy + w0,xw0,xy

)
+ A11

(
v0,yy + w0,yw0,yy

)
+ A66

(
u0,xy + v0,xx + w0,xxw0,y + w0,xw0,xy

)
= 0;

As
44w0,yy + As

44w0,xx − Kww0 + Ksxw0,xx + Ksyw0,yy + As
44θx,x + As

44θy,y + A11u0,xw0,xx

+A12u0,xw0,yy + 2A66u0,yw0,xy + A12v0,yw0,xx + A11v0,yw0,yy + 2A66v0,xw0,xy +
1
2

A11w2
0,xw0,xx

+
1
2

A12w2
0,yw0,xx +

1
2

A12w2
0,xw0,yy +

1
2

A11w2
0,yw0,yy + 2A66w0,xw0,yw0,xy + q = 0;
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C11θx,xx +C66θx,yy + (C12 +C66) θy,xy − As
44θx − As

55w0,x = 0;
(C12 +C66) θx,xy +C66θy,xx +C11θy,yy − As

44θy − As
44w0,y = 0

(12)

4. Lời giải giải tích

Với tấm chữ nhật, các nghiệm chuyển vị thỏa mãn điều kiện biên theo lý thuyết biến dạng cắt bậc
nhất sau đây sẽ được thiết lập:

- Liên kết khớp 4 cạnh (SSSS): Tất cả bốn cạnh của tấm tựa bản lề, với các ràng buộc tương ứng là:

un = us = w0 = θs = 0,Mn = 0 (13)

- Liên kết ngàm 4 cạnh (CCCC): Tất cả bốn cạnh của tấm liên kết ngàm, các ràng buộc tương
ứng là:

un = vs = w0 = θn = θs = 0 (14)

- Liên kết đối xứng ngàm 2 cạnh, khớp 2 cạnh (SCSC): Hai cạnh đối diện của tấm tựa bản lề, hai
cạnh còn lại liên kết ngàm, các ràng buộc tương ứng là:

Tại x = 0, a: u0 = v0 = w0 = θy = 0, Mx = 0

Tại y = 0, b: u0 = v0 = w0 = θx = θy = 0
(15)

Lưu ý rằng, các điều kiện biên được xem xét trên đây đều có chung một đặc điểm là không thể tự
do dịch chuyển trong mặt phẳng tấm (immovable).

Với các điều kiện biên đã nêu ở trên ta chọn nghiệm chuyển vị dưới dạng các khai triển sau đây
[22, 40]:

u0 =

M∑
m=1

N∑
n=1

u0mnU1m(x)U2n(y); v0 =

M∑
m=1

N∑
n=1

v0mnV1m(x)V2n(y);

θx =

M∑
m=1

N∑
n=1

θxmnX′m(x)Yn(y); θy =

M∑
m=1

N∑
n=1

θymnXm(x)Y ′n(y);

w0 =

M∑
m=1

N∑
n=1

w0mnXm(x)Yn(y)

(16)

trong đó: u0mn, v0mn,w0mn, θxmn, θymn là các hệ số cần xác định; U1m(x) = sin
2mπx

a
; U2n(y) =

sin
(2n − 1) πy

b
; V1m(x) = sin

(2m − 1) πx
a

; V2n(y) = sin
2nπy

b
, với m, n = 1, 2, 3 . . .

Các hàm Xm(x),Yn(y) phải đảm bảo liên tục, thỏa mãn điều kiện biên và độc lập tuyến tính. Bảng 1
là các hàm dạng Xm(x) và Yn(y) áp dụng cho 3 điều kiện biên SSSS, SCSC và CCCC.
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Bảng 1. Các hàm dạng Xm(x) và Yn(y) sử dụng trong khai triển (16) [41, 42]

Điều kiện biên Tại x = 0, a Tại y = 0, b Xm(x) Yn(y) (m, n)

SSSS Xm = X′′m = 0 Ym = Y ′′m = 0 sin
mπx

a
sin

nπy
b

m, n = 1, 3, 5 . . .

SCSC Xm = X′′m = 0 Ym = Y ′m = 0 sin
mπx

a
sin2 nπy

b
m = 1, 3, 5 . . .
n = 1, 2, 3 . . .

CCCC Xm = X′m = 0 Ym = Y ′m = 0 sin2 mπx
a

sin2 nπy
b

m, n = 1, 2, 3 . . .

Thay (16) vào (12), ta được:

M∑
m=1

N∑
n=1

(
u0mnl(11)

mn + v0mnl(12)
mn

)
+

M∑
m=1

N∑
n=1

M∑
p=1

N∑
q=1

w0mnw0pqh(13)
mnpq = 0;

M∑
m=1

N∑
n=1

(
u0mnl(21)

mn + v0mnl(22)
mn

)
+

M∑
m=1

N∑
n=1

M∑
p=1

N∑
q=1

w0mnw0pqh(23)
mnpq = 0;

M∑
m=1

N∑
n=1

(
w0mnl(33)

mn + θxmnl(34)
mn + θymnl(35)

mn

)
+

M∑
m=1

N∑
n=1

M∑
p=1

N∑
q=1

(
u0mnw0pqh(31)

mnpq + v0mnw0pqh(32)
mnpq

)
+

M∑
m=1

N∑
n=1

M∑
p=1

N∑
q=1

M∑
r=1

N∑
s=1

w0mnw0pqw0rs p(33)
mnpqrs + q = 0;

M∑
m=1

N∑
n=1

(
w0mnl(43)

mn + θxmnl(44)
mn + θymnl(45)

mn

)
= 0;

M∑
m=1

N∑
n=1

(
w0mnl(53)

mn + θxmnl(54)
mn + θymnl(55)

mn

)
= 0

(17)

trong đó: các hàm số l( )
mn(x, y), h( )

mnpq(x, y), p( )
mnpqrx(x, y) được trình bày ở Phụ lục A.

Áp dụng phương pháp Galerkin, nhân các biểu thức trong phương trình (17) với các hàm riêng
tương ứng rồi thực hiện tích phân trên toàn bộ miền A của tấm, ta được:

M∑
m=1

N∑
n=1

(
u0mnL(11)

mni j + v0mnL(12)
mni j

)
+

M∑
m=1

N∑
n=1

M∑
p=1

N∑
q=1

w0mnw0pqH(13)
mnpqi j = 0;

M∑
m=1

N∑
n=1

(
u0mnL(21)

mni j + v0mnL(22)
mni j

)
+

M∑
m=1

N∑
n=1

M∑
p=1

N∑
q=1

w0mnw0pqH(23)
mnpqi j = 0;

M∑
m=1

N∑
n=1

(
w0mnL(33)

mni j + θxmnL(34)
mni j + θymnL(35)

mni j

)
+

M∑
m=1

N∑
n=1

M∑
p=1

N∑
q=1

(
u0mnw0pqH(31)

mnpqi j + v0mnw0pqH(32)
mnpqi j

)
+

M∑
m=1

N∑
n=1

M∑
p=1

N∑
q=1

M∑
r=1

N∑
s=1

w0mnw0pqw0rsP
(33)
mnpqrsi j + Fi j = 0;

M∑
m=1

N∑
n=1

(
w0mnL(43)

mni j + θxmnL(44)
mni j + θymnL(45)

mni j

)
= 0;

M∑
m=1

N∑
n=1

(
w0mnL(53)

mni j + θxmnL(54)
mni j + θymnL(55)

mni j

)
= 0

(18)
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trong đó các hệ số L( )
mni j,H

( )
mnpqi j, P

( )
mnpqrsi j, Fi j được trình bày ở Phụ lục B. Nghiệm của hệ phương

trình đại số phi tuyến (18) là véc tơ chuyển vị
{
u0mn; v0mn ; w0mn; θxmn; θymn

}
; từ đó xác định

được các phần chuyển vị, biến dạng, nội lực của bài toán phân tích phi tuyến tính tĩnh.
Trong các phân tích tuyến tính, bỏ qua các thành phần biến dạng phi tuyến trong công thức

(7); hệ phương trình đại số tuyến tính thu được từ (18) sau khi bỏ qua các thành phần phi tuyến
H( )

mnpqi j, P
( )
mnpqrsi j.

5. Kết quả số và thảo luận

Với nghiệm giải tích đã thiết lập ở phần trên, chương trình tính trên nền Matlab được viết để thực
hiện các ví dụ số. Các kết quả phân tích là phi tuyến trừ những trường hợp riêng sẽ được nói trước.
Các công thức không thứ nguyên được sử dụng [43, 44]:

w̄ =
1
h

w0

(
a
2
,

b
2

)
; K0 =

Kwa4

E0h3 ; J0 =
Ksxa2

E0h3ν
=

Ksyb2

E0h3ν
; E0 = 1,0 GPa; P =

q0a4

E1h4 (19)

5.1. Ví dụ kiểm chứng

a. Ví dụ kiểm chứng 1

Tấm vuông đẳng hướng điều kiện biên hai cạnh đối diện tựa khớp, hai cạnh còn lại liên kết ngàm
(SCSC) dưới tác dụng của tải trọng phân bố đều q0 với h/a = 0,05, ν = 0,3, E = 0,3 × 107 psi. Bảng 2
thể hiện kết quả độ võng không thứ nguyên w̄ tại tâm tấm với các tham số tải trọng uốn P khác nhau.
Các kết quả tính toán trong bài báo được so sánh với Lei [45] sử dụng phương pháp phần tử biên (the
boundary element method) dựa trên lý thuyết tấm bậc nhất, Azizian và Dawe [46] sử dụng phương
pháp dải hữu hạn (the finite strip method) sử dụng lý thuyết tấm Mindlin, Long và cs. [47] sử dụng lý
thuyết biến dạng cắt bậc nhất theo tiếp cận ứng suất.

Bảng 2. Độ võng không thứ nguyên w̄ của tấm vuông đẳng hướng điều kiện biên SCSC dưới tác dụng
của tải trọng phân bố đều q0 = PE1h4/a4

P
Azizian và Dawe [46]

(Lý thuyết tấm Mindlin)
Lei [45]

Long và cs. [47]
(Tiếp cận theo ứng suất)

Bài báo Sai số δ (%)

0,9158 0,0199 0,0199 0,0198 0,0198 0,23
4,5788 0,0988 0,0984 0,0982 0,0981 0,11
6,8681 0,1469 0,1455 0,1461 0,1459 0,17
9,1575 0,1936 0,1904 0,1929 0,1922 0,35

*Sai số so với kết quả của Long và cs. [47].

b. Ví dụ kiểm chứng 2

Xét tấm vuông đẳng hướng: a/h = 10, E = Ec = 322,27 GPa (Si3N4), ν = 0,28, chịu tác dụng của

tải trọng phân bố đều q0 = P
Emh4

a4 , Em = 207,78 GPa (SUS304). Độ võng không thứ nguyên tại tâm

tấm w̄ được tính toán và so sánh với Talha và Singh [48] sử dụng phương pháp PTHH (phần tử C0,
13 bậc tự do tại mỗi nút) dựa trên lý thuyết biến dạng cắt bậc cao với 7 ẩn số chuyển vị độc lập. Các
kết quả kiểm chứng thể hiện trên Bảng 3 được áp dụng với cả 3 dạng điều kiện biên SSSS, SCSC và
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Bảng 3. Độ võng không thứ nguyên không thứ nguyên w̄ của tấm vuông đẳng hướng dưới tác dụng của tải trọng
phân bố đều

Phương pháp P = 4 P = 8 P = 12 P = 16 P = 20 P = 40

SSSS

Talha và Singh [48] 0,1200 0,2251 0,3185 0,3911 0,4597 0,6984
Bài báo 0,1189 0,2254 0,3160 0,3927 0,4583 0,6908

Sai số δ (%) 0,96 0,14 0,77 0,40 0,30 1,09

SCSC

Talha và Singh [48] 0,0602 0,1193 0,1764 0,2306 0,2811 0,4942
Bài báo 0,0594 0,1179 0,1745 0,2286 0,2800 0,4953

Sai số δ (%) 1,26 1,19 1,09 0,85 0,38 0,21

CCCC

Talha và Singh [48] 0,0405 0,0808 0,1207 0,1598 0,1981 0,3698
Bài báo 0,0395 0,0788 0,1177 0,1560 0,1936 0,3681

Sai số δ (%) 2,51 2,52 2,51 2,37 2,25 0,47

CCCC với các trị số tải trọng uốn khác nhau. Có thể thấy rằng, sai lệch giữa các kết quả trong bài báo
và kết quả của Talha và Singh [48] là rất bé (dưới 2,6%).

Qua các ví dụ kiểm chứng 1 và 2, có thể thấy rằng lời giải theo tiếp cận bằng phương pháp chuyển
vị và chương trình máy tính mà bài báo xây dựng có độ tin cậy.

5.2. Các ví dụ khảo sát

Xét tấm chữ nhật vật liệu xốp (E1 = 200 GPa, ν = 1/3) đặt trên nền đàn hồi, dưới tác dụng của tải
trọng phân bố đều q0. Dưới đây, ảnh hưởng của dạng phân bố lỗ rỗng, hệ số rỗng, tham số nền và tỷ

giảm, dẫn tới độ võng không thứ nguyên giảm theo với tất cả các dạng phân bố lỗ 
rỗng, khi phân tích tuyến tính cũng như phi tuyến. Hệ số rỗng càng lớn thì ảnh hưởng 
của dạng phân bố lỗ rỗng các rõ rệt. Phân bố đối xứng có độ võng bé nhất trong khi 
hai dạng phân bố lỗ rỗng còn lại cho kết quả độ võng không mấy khác biệt. Như chờ 
đợi, tính theo phi tuyến luôn cho kết quả của độ võng bé hơn tính theo tuyến tính, 
ngoài ra còn nhận thấy, khi hệ số rỗng tăng lên thì sự khác biệt về độ võng giữa hai 
phương pháp tính càng lớn.  

  
Hình 3. Biến thiên độ võng w  của tấm 
xốp theo hệ số rỗng e0 với các quy luật 

phân bố lỗ rỗng khác nhau 

Hình 4. Biến thiên độ võng w  của tấm 
theo tải trọng phân bố đều P với các quy 

luật phân bố lỗ rỗng khác nhau 

Quy luật biến thiên của độ võng không thứ nguyên w  theo tỷ số kích thước tấm 
a/h (b/a = 1) và b/a (a/h = 10) của tấm FGM xốp với các điều kiện biên khác nhau 
được biểu diễn lần lượt trên Hình 5 và Hình 6. Các kết quả phân tích phi tuyến của bài 
báo theo tiếp cận chuyển vị được tính toán và so sánh với cách tiếp cận theo ứng suất 
trong bài báo [47]. Đồ thị trên các hình này cho thấy sự tương đồng giữa hai cách tiếp 
cận, và cụ thể là:  

- Về ảnh hưởng của điều kiện biên: rõ ràng là các biên SSSS có độ võng lớn nhất, 
sau đó đến biên SCSC, biên CCCC có độ võng nhỏ nhất; các biên hạn chế chuyển vị 
trong mặt phẳng có độ võng bé hơn so với biên không hạn chế chuyển vị trong mặt 
phẳng tương ứng.  

- Về ảnh hưởng của tỷ số a/h: khi tăng tỷ số a/h, độ võng không thứ nguyên w  
giảm nhanh khi a/h còn nhỏ (tấm dày, a/h ≤ 10); sau đó độ võng giảm chậm lại và gần 
như không đổi khi a/h lớn (a/h ≥ 30). 

- Về ảnh hưởng của tỷ số b/a: khi tăng tỷ số b/a, độ võng không thứ nguyên w  
tăng khi b/a còn nhỏ (0,5 ≤ b/a ≤ 2); sau đó thay đổi rất ít. 

Hình 3. Biến thiên độ võng w̄ của tấm xốp theo hệ số
rỗng e0 với các quy luật phân bố lỗ rỗng khác nhau

giảm, dẫn tới độ võng không thứ nguyên giảm theo với tất cả các dạng phân bố lỗ 
rỗng, khi phân tích tuyến tính cũng như phi tuyến. Hệ số rỗng càng lớn thì ảnh hưởng 
của dạng phân bố lỗ rỗng các rõ rệt. Phân bố đối xứng có độ võng bé nhất trong khi 
hai dạng phân bố lỗ rỗng còn lại cho kết quả độ võng không mấy khác biệt. Như chờ 
đợi, tính theo phi tuyến luôn cho kết quả của độ võng bé hơn tính theo tuyến tính, 
ngoài ra còn nhận thấy, khi hệ số rỗng tăng lên thì sự khác biệt về độ võng giữa hai 
phương pháp tính càng lớn.  
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Quy luật biến thiên của độ võng không thứ nguyên w  theo tỷ số kích thước tấm 
a/h (b/a = 1) và b/a (a/h = 10) của tấm FGM xốp với các điều kiện biên khác nhau 
được biểu diễn lần lượt trên Hình 5 và Hình 6. Các kết quả phân tích phi tuyến của bài 
báo theo tiếp cận chuyển vị được tính toán và so sánh với cách tiếp cận theo ứng suất 
trong bài báo [47]. Đồ thị trên các hình này cho thấy sự tương đồng giữa hai cách tiếp 
cận, và cụ thể là:  

- Về ảnh hưởng của điều kiện biên: rõ ràng là các biên SSSS có độ võng lớn nhất, 
sau đó đến biên SCSC, biên CCCC có độ võng nhỏ nhất; các biên hạn chế chuyển vị 
trong mặt phẳng có độ võng bé hơn so với biên không hạn chế chuyển vị trong mặt 
phẳng tương ứng.  

- Về ảnh hưởng của tỷ số a/h: khi tăng tỷ số a/h, độ võng không thứ nguyên w  
giảm nhanh khi a/h còn nhỏ (tấm dày, a/h ≤ 10); sau đó độ võng giảm chậm lại và gần 
như không đổi khi a/h lớn (a/h ≥ 30). 

- Về ảnh hưởng của tỷ số b/a: khi tăng tỷ số b/a, độ võng không thứ nguyên w  
tăng khi b/a còn nhỏ (0,5 ≤ b/a ≤ 2); sau đó thay đổi rất ít. 

Hình 4. Biến thiên độ võng w̄ của tấm theo tải trọng
phân bố đều P với các quy luật phân bố lỗ rỗng khác

nhau
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số kích thước tấm sẽ được khảo sát. Chú ý rằng các phân tích phi tuyến được ký hiệu bằng PT, phân
tích tuyến tính ký hiệu là TT.

Hình 3 thể hiện sự biến thiên của độ võng lớn nhất không thứ nguyên theo hệ số rỗng với ba dạng
phân bố lỗ rỗng khác nhau: đều, đối xứng và bất đối xứng. Hình 4 biểu diễn đường cong tải - độ võng
với cả ba dạng phân bố lỗ rỗng khác nhau (e0 = 0,5). Các đường thẳng thể hiện phân tích tuyến tính,
đường cong là phân tích phi tuyến. Từ các đồ thị nhận được ta nhận thấy, hệ số rỗng tăng làm cho độ
cứng của tấm giảm, dẫn tới độ võng không thứ nguyên tăng theo với tất cả các dạng phân bố lỗ rỗng,
khi phân tích tuyến tính cũng như phi tuyến. Hệ số rỗng càng lớn thì ảnh hưởng của dạng phân bố lỗ
rỗng càng rõ rệt. Phân bố đối xứng có độ võng bé nhất trong khi hai dạng phân bố lỗ rỗng còn lại cho
kết quả độ võng không mấy khác biệt khi phân tích tuyến tính. Như chờ đợi, tính theo phi tuyến luôn
cho kết quả của độ võng bé hơn tính theo tuyến tính, ngoài ra còn nhận thấy, khi hệ số lỗ rỗng tăng
lên thì có sự khác biệt đáng kể về độ võng giữa phân tích theo tuyến tính và phi tuyến.

  
Hình 5. Biến thiên độ võng w  của tấm 

theo tỷ số kích thước tấm a/h với các điều 
kiện biên khác nhau 

Hình 6. Biến thiên độ võng w  của tấm 
theo tỷ số kích thước cạnh b/a với các 

điều kiện biên khác nhau  

Hình 7 là đường cong tải - độ võng của tấm FGM xốp với bốn cặp tham số nền 
khác nhau. Từ hình vẽ, ta có thể quan sát thấy rằng, khi tăng các tham số nền K0, J0, độ 
võng của tấm giảm đáng kể; và ảnh hưởng của hệ số nền J0 lớn hơn so với hệ số nền 
K0. 

   

Hình 7. Biến thiên độ võng w  của tấm 
theo tải trọng phân bố đều P với các hệ số 

nền khác nhau 

Hình 8. Biến thiên mô men uốn ,x yM M  

(Nm/m) của tấm theo tải trọng phân bố 
đều P với các điều kiện biên khác nhau 

Biến thiên của các thành phần mô men uốn Mx, My tại tâm tấm theo tải trọng phân 
bố P của tấm chữ nhật (b/a = 2) FGM xốp với các điều kiện biên khác nhau được thể 
hiện trên Hình 8. Các đồ thị cho thấy, với mọi mức tải P, mô men Mx lớn hơn khá 
nhiều so với mô men uốn My. Một điều thú vị là với biên SCSC, khi tăng tải P, mô 
men uốn Mx tăng trong khi mô men My tăng khi P còn nhỏ (P ≤ 12), sau đó lại giảm. 

Hình 5. Biến thiên độ võng w̄ của tấm theo tỷ số kích
thước tấm a/h với các điều kiện biên khác nhau
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khác nhau. Từ hình vẽ, ta có thể quan sát thấy rằng, khi tăng các tham số nền K0, J0, độ 
võng của tấm giảm đáng kể; và ảnh hưởng của hệ số nền J0 lớn hơn so với hệ số nền 
K0. 
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Biến thiên của các thành phần mô men uốn Mx, My tại tâm tấm theo tải trọng phân 
bố P của tấm chữ nhật (b/a = 2) FGM xốp với các điều kiện biên khác nhau được thể 
hiện trên Hình 8. Các đồ thị cho thấy, với mọi mức tải P, mô men Mx lớn hơn khá 
nhiều so với mô men uốn My. Một điều thú vị là với biên SCSC, khi tăng tải P, mô 
men uốn Mx tăng trong khi mô men My tăng khi P còn nhỏ (P ≤ 12), sau đó lại giảm. 

Hình 6. Biến thiên độ võng w̄ của tấm theo tỷ số kích
thước cạnh b/a với các điều kiện biên khác nhau

Quy luật biến thiên của độ võng không thứ nguyên w̄ theo tỷ số kích thước tấm a/h (với b/a = 1)
và b/a (với a/h = 10) của tấm FGM xốp với các điều kiện biên khác nhau được biểu diễn lần lượt
trên Hình 5 và Hình 6. Các kết quả phân tích phi tuyến của bài báo theo tiếp cận chuyển vị được tính
toán và so sánh với cách tiếp cận theo ứng suất trong bài báo [47]. Đồ thị trên các hình này cho thấy
sự tương đồng giữa hai cách tiếp cận, và cụ thể là:

- Về ảnh hưởng của điều kiện biên: rõ ràng là các biên SSSS có độ võng lớn nhất, sau đó đến biên
SCSC, biên CCCC có độ võng nhỏ nhất; các biên hạn chế chuyển vị trong mặt phẳng có độ võng bé
hơn so với biên không hạn chế chuyển vị trong mặt phẳng tương ứng.

- Về ảnh hưởng của tỷ số a/h: khi tăng tỷ số a/h, độ võng không thứ nguyên w̄ giảm nhanh khi
a/h còn nhỏ (tấm dày, a/h ≤ 10); sau đó độ võng giảm chậm lại và gần như không đổi khi a/h lớn
(a/h ≥ 30).

- Về ảnh hưởng của tỷ số b/a: khi tăng tỷ số b/a, độ võng không thứ nguyên w̄ tăng khi b/a còn
nhỏ (0,5 ≤ b/a ≤ 2); sau đó thay đổi rất ít.

Hình 7 là đường cong tải - độ võng của tấm FGM xốp với bốn cặp tham số nền khác nhau. Từ
hình vẽ, ta có thể quan sát thấy rằng, khi tăng các tham số nền K0, J0, độ võng của tấm giảm đáng kể;
và ảnh hưởng của hệ số nền J0 lớn hơn so với hệ số nền K0.
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175



Hải, L. T. / Tạp chí Khoa học Công nghệ Xây dựng
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6. Kết luận

Bài báo xây dựng cơ sở lý thuyết và thuật toán phân tích phi tuyến ứng xử uốn của tấm chữ nhật
FGM xốp đặt trên nền đàn hồi với một số điều kiện biên khác nhau theo phương pháp chuyển vị và lý
thuyết biến dạng cắt bậc nhất. Nghiệm giải tích thu được bằng phương pháp Bubnov-Galerkin cùng
với chương trình tính tự viết trên nền Matlab được kiểm chứng với các kết quả đã công bố cho thấy đủ
tin cậy. Ảnh hưởng của các tham số vật liệu, kích thước hình học, hệ số nền đàn hồi, tải trọng uốn và
điều kiện biên đến độ võng, đường cong tải - độ võng và mô men uốn nội lực trong tấm đã được chỉ
ra chi tiết qua các ví dụ số. Các nhận xét rút ra là nguồn tham khảo hữu ích cho công tác tính toán,
thiết kế và bảo trì các cấu kiện công trình sử dụng vật liệu FGM xốp.
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Phụ lục A. Các hàm số trong hệ phương trình (17)

l(11)
mn (x, y) = A11U′′1mU2n + A66U1mU′′2n; l(12)

mn (x, y) = (A12 + A66) V ′1mV ′2n

h(13)
mnpq(x, y) = A11X′mYnX′′p Yq + A12XmY ′nX′pY ′q + A66

(
X′mYnXpY ′′q + XmY ′pX′pY ′q

)
l(21)
min (x, y) = (A12 + A66) U′1mU′2n; l(22)

mn (x, y) = A11V1mV ′′2n + A66V ′1mV2n

h(23)
mnpq(x, y) = A22XmY ′nXpY ′′q + A12X′mYnX′pY ′q + A66

(
X′mYnX′pY ′q + XmY ′nX′′p Yq

)
l(33)
mn (x, y) = As

44XmY ′′n + As
55X′′mYn − KwXmYn + KsxX′′mYn + KsyXmY ′′n

l(34)
mn (x, y) = As

55X′′mYn; l(35)
mn (x, y) = As

44XmY ′′n
h(31)

mnpq(x, y) = A11U′1mU2nX′′p Yq + A12U′1mU2nXpY ′′q + 2A66U1mU′2nX′pY ′q
h(32)

mnpq(x, y) = A12V1mV ′2nX′′p Yq + A11V1mV ′2nXpY ′′q + 2A66V ′1mV2nX′pY ′q

p(33)
mnpqrs(x, y) =

1
2

A11X′mYnX′pYqX′′r Ys +
1
2

A12XmY ′nXpY ′qX′′r Ys +
1
2

A12X′mYnX′pYqXrY ′′s

+
1
2

A11XmY ′nXpY ′qXrY ′′s + 2A66X′mYnXpY ′qX′rY
′
s

l(43)
mn (x, y) = −As

55X′mYn; l(44)
mn (x, y) = C11X′′′m Yn − A55X′mYn +C66X′mY ′′n

l(45)
mn (x, y) = (C12 +C66) X′mY ′′n ; l(53)

mn (x, y) = −As
44XmY ′n; l(54)

mn (x, y) = (C12 +C66) X′′mY ′n
l(55)
mn (x, y) = C66X′′mY ′n +C22XmY ′′′n − As

44XmY ′n

Phụ lục B. Các hệ số trong công thức (18)

{
L(11)

mni j, L
(12)
mni j,H

(13)
mnpqi j

}
=

a∫
0

b∫
0

{
l(11)
mn , l

(12)
mn , h

(13)
mnpq

}
U1iU2 jdxdy

{
L(21)

mni j, L
(22)
mni j,H

(23)
mnpqi j

}
=

a∫
0

b∫
0

{
l(21)
mn , l

(22)
mn , h

(23)
mnpq

}
V1iV2 jdxdy

{
L(33)

mni j, L
(34)
mni j, L

(35)
mni j,H

(31)
mnpqi j,H

(32)
mnpqi j, P

(33)
mnpqrsi j

}
=

a∫
0

b∫
0

{
l(33)
mn , l

(34)
mn , l

(35)
mn , h

(31)
mnpq, h

(32)
mnpq, p(33)

mnpqrs

}
XiY jdxdy

Fi j =

a∫
0

b∫
0

qXiY jdxdy

{
L(43)

mni j, L
(44)
mni j, L

(45)
mni j

}
=

a∫
0

b∫
0

{
l(11)
mn , l

(12)
mn , h

(13)
mnpq, l

(43)
mn , l

(44)
mn , l

(45)
mn

}
X′i Y jdxdy

{
L(53)

mni j, L
(54)
mni j, L

(55)
mni j

}
=

a∫
0

b∫
0

{
l(11)
mn , l

(12)
mn , h

(13)
mnpq, l

(53)
mn , l

(54)
mn , l

(55)
mn

}
XiY ′jdxdy
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