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Tóm tắt: Bài báo sử dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất�để phân tích trạng thái ứng suất, biến 
dạng trong tấm sử dụng vật liệu xốp�đặt trên nền�đàn�hồi Pasternak, chịu uốn�dưới tác dụng của tải 
trọng phân bố vuông góc với bề mặt tấm. Mô hình vật liệu xốp với ba loại phân bố lỗ rỗng:�đều, 
đối xứng, bất�đối xứng�được sử dụng. Bằng việc sử dụng�phương�pháp Bubnov- Galerkin, lời giải 
giải�tích�đã�được thiết lập với�các�điều kiện biên khác nhau. Ví dụ kiểm chứng�đã�được thực hiện 
qua so sánh với các công bố của các tác giả khác với vật liệu�đẳng�hướng�và�điều kiện biên Navier, 
Levy. Ảnh�hưởng của các tham số vật liệu,�kích�thước hình học, các tham số nền�đàn�hồi�và�điều 
kiện�biên�đến�độ võng và các thành phần ứng suất trong tấm�được khảo sát cụ thể qua các ví dụ số.

Từ khóa: Tấm vật liệu xốp, lời giải giải tích, lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất,�điều kiện biên

1.�Mở�đầu

Việc tìm kiếm, nghiên cứu ứng dụng các loại vật liệu mới dần thay thế các loại vật liệu truyền 
thống�trong�các�lĩnh�vực của nền kinh tế quốc dân là xu thế của thời�đại ngày nay. Các kết cấu nhẹ sử
dụng vật liệu xốp�(porous�material)�như�bọt kim loại�(metal�foam)�được sử dụng rộng rãi trong nhiều 
ngành công nghiệp�như:�hàng�không,�ô�tô,�đóng�tàu,�xây�dựng dân dụng,�…�Ở vật liệu xốp, các lỗ rỗng 
(porosity) phân bố theo một�phương�nhất�định trong kết cấu tạo nên sự thay�đổi�trơn�và�liên�tục các 
đặc�trưng�cơ�học của vật liệu. Loại vật liệu này vì thế có trọng�lượng nhẹ, có khả năng�hấp thụ năng�
lượng tốt,�thường�được sử dụng�để chế tạo kết cấu sandwich, tấm�tường, sàn cách âm, cách nhiệt.

Do sở hữu nhiều�đặc tính nổi trội�như�vậy nên các kết cấu sử dụng vật liệu xốp nói chung và 
tấm bằng vật liệu xốp�nói�riêng�ngày�càng�thu�hút�được sự quan tâm nghiên cứu của các nhà khoa học 
trong�và�ngoài�nước. Ứng xử tĩnh�và�động của kết cấu tấm sử dụng vật liệu xốp�đã�được khảo sát bởi 
nhiều tác giả. Thang P. T. và cộng sự [16] sử dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất nghiên cứu ổn�định 
đàn�hồi�và�dao�động riêng của tấm vật liệu xốp với phân bố các bọt rỗng�là�đều�và�không�đều. Lời giải 
chính�xác�trong�phân�tích�dao�động tự do của tấm dày làm bằng vật liệu xốp�được Rezae và Saidi trình 
bày trong [11]. Arani và cộng sự [2] nghiên cứu�dao�động tự do của tấm chữ nhật làm bằng vật liệu 
rỗng trên nền Winkler theo lý thuyết biến dạng cắt bậc ba của Reddy, tần số dao�động�xác�định bằng 
phương�pháp�DQM�(differential�quadrature method). Rezaei và cộng sự [12]�phân�tích�dao�động tự do 
của tấm bằng vật liệu�có�cơ�tính�biến thiên-FGM (Functionally Graded Material) có bọt rỗng phân bố
đều�và�không�đều�trên�cơ�sở lý thuyết tấm với bốn ẩn số chuyển vị. Ảnh�hưởng của vi bọt rỗng đến 
ứng xử uốn�và�dao�động riêng của tấm�FGM�được Akbas khảo sát trong [1]. 

Các nghiên cứu�trên�đây�đều với�đối�tượng là tấm chữ nhật vật liệu xốp liên kết khớp trên chu 
vi. Với tấm bằng vật liệu xốp chịu�điều kiện biên bất kỳ đã�được một số tác giả nghiên cứu, chẳng hạn 
Chen, Yang và Kitipornchai phân tích ổn�định�và�dao�động riêng của tấm vật liệu xốp bằng�phương�
pháp Chebyshev-Ritz. Zhao và cộng sự [18] trình bày lời giải ba chiều chính xác cho tấm dày FGM có 
vi bọt rỗng với�các�điều kiện�biên�đàn�hồi bất kỳ. Zhao và công sự [19]�sau�đó�đã�sử dụng�phương�
pháp chuỗi Fourier cải tiến�để phân�tich�dao�động riêng của tấm vật liệu xốp chịu liên kết�đàn�hồi trên 
các cạnh.�Pradhan�và�Chakraverty�[8]�dùng�phương�pháp�Rayleigh-Ritz và lý thuyết tấm mỏng phân 
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tích tĩnh�tấm FGM với�các�điều kiện biên khác nhau. Demirhan và Taskin [5] phân tích uốn và dao 
động riêng tấm FGM có vi bọt rỗng với�điều kiện biên Levy. 

Có thể thấy rằng các nghiên cứu về tấm vật liệu xốp với�các�điều kiện biên khác nhau mới dừng 
lại ở các bài�toán�phân�tích�dao�động và ổn�định. Do vậy, mục�đích�của bài báo là sử dụng�phương�
pháp Galerkin phân tích ứng xử tĩnh�của tấm bằng vật liệu xốp với�các�điều kiện biên khác nhau. Ảnh 
hưởng của ba loại phân bố lỗ rỗng:�đều,�đối xứng và bất�đối xứng, hệ số mật�độ lỗ rỗng,�điều kiện biên 
và các tham số kích�thước tấm�đến�độ võng và các thành phần ứng suất sẽ được khảo sát.

2.�Mô�hình�tấm�bằng�vật�liệu�xốp

Xét tấm chữ nhật bằng vật 
liệu xốp có chiều dày h, kích 
thước�theo�phương�các�trục x, y là 
a (chiều dài), b (chiều rộng). Tấm 
được� đặt trên nền� đàn� hồi 
Pasternak (Hình 1) với các hệ số
nền: Kw - hệ số độ cứng uốn 
(Winkler stiffness), Ksi (i = x, y) -
hệ số độ cứng cắt (shear 
stiffness). Hình�1.�Mô�hình�tấm�chữ�nhật�xốp�trên�nền�đàn�hồi

Các hằng số vật liệu biến thiên liên tục theo chiều dày tấm, phụ thuộc vào mật�độ phân bố lỗ
rỗng [3, 4]:

Phân bố đều: 1 1 0, , 1 ;E z G z E G e= − 1 0 ;1 e= −
2

0
0 0

1 1 2 2
1 1 ;e

e e

� �
= − − − +� �

� �
(1)

Phân bố đối xứng: 1 1 0, ;( ), ( ) 1 cos
z

E z G z E G e
h

� �� �
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� �� �
− 1 ;( ) 1 cosm

z
z e

h

� �� �
= � �� �
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Phân bố bất�đối xứng: 1 1 0, 1 cos ;
2 4

( ), ( )
z

e
h

E z G z E G
� �� �

= − +� �� �
� �� �

1 1 cos ;
2 4

( ) m

z
e

h
z

� �� �
= − +� �� �

� �� �
(3)

trong�đó� 1 1 1, ,E G lần�lượt là các giá trị lớn nhất của�mô�đun�đàn�hồi kéo - nén,�mô�đun�đàn�hồi 

trượt và khối� lượng riêng; 2 2 2, ,E G là các giá trị nhỏ nhất� tương� ứng. Hệ số Poisson�được coi là 

không�thay�đổi theo tọa�độ chiều dày.

(a)�Phân�bố�đều (b)�Phân�bố�đối�xứng (c)�Phân�bố�bất�đối�xứng

Hình 2.�Tấm�bằng�vật�liệu�rỗng�với�các�hàm�mật�độ�phân�bố�lỗ�rỗng�khác�nhau

Các hệ số mật�độ lỗ rỗng e0, em được tính theo:

1 1
0

2 2

1 1 ;
E G

e
E G

= − = − 1
0

2

1 1 1 .me e= − = − − (4)
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3.�Lý�thuyết�biến�dạng�cắt�bậc�nhất�Reissner�- Mindlin

Theo lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất-FSDT (First-order Shear Deformation Theory), các thành 
phần chuyển vị , ,u v w của�điểm bất kỳ có tọa�độ (x, y, z) trong không gian tấm [9]:

0 0 0, , , , ; , , , , ; , , , ;x yu x y z u x y z x y v x y z v x y z x y w x y z w x y= + = + = (5)

trong�đó:� 0 0 0, ,u v w là các thành phần chuyển vị của�điểm trên mặt trung bình. 

Các thành phần biến dạng tuyến tính nhận�được từ quan hệ biến dạng - chuyển vị:
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, , 0,

, , 0,

.
xz x z x x

yz y z y y

w u w

w v w

+ +� � � � � �� � � � � �
= =� � � � � �

+ +� � � � � �� � � � � �
(6)

Dấu�(,)�đi�kèm�các�thành�phần chuyển vị chỉ đạo hàm riêng theo biến�tương�ứng.

Vật liệu xốp�được coi�là�đàn�hồi tuyến tính, các thành phần ứng suất�được�xác�định từ định luật 
Hooke:
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(7)

trong�đó:� 11 22 12 21 44 55 662 2

( ) ( ) ( )
, , .

2 11 1

E z E z E z
Q Q Q Q Q Q Q

v
= = = = = = =

+− −

Tích phân các thành phần ứng suất theo chiều dày của tấm ta nhận�được các thành phần nội lực:
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� (8)

với ks là hệ số hiệu chỉnh cắt (trong phân tích này lấy ks = 5/6).

Hệ phương�trình�cân�bằng của tấm theo lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất có dạng [10]:

0 , ,: 0;x x xy yu N N+ = 0 , ,: 0;xy x y yv N N+ = 0 , ,: 0;xz x yz y ew Q Q f q+ + + =

, ,: 0;x x x xy y xzM M Q+ − = , ,: 0.y xy x y y yzM M Q+ − =
(9)

trong�đó,� ef là phản lực nền,�được�xác�định bởi [6, 17]: 0 0, 0, .e w sx xx sy yyf K w K w K w= − + +

Thay liên hệ giữa các thành phần nội lực và chuyển vị vào (9),� ta�được hệ phương� trình�cân�
bằng theo chuyển vị của lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất:

11 0, 66 0, 12 66 0, 11 , 66 , 12 66 , 0;xx yy xy x xx x yy y xyA u A u A A v B B B B+ + + + + + + =

21 66 0, 22 0, 66 0, 21 66 , 22 , 66 , 0;xy yy xx x xy y yy y xxA A u A v A v B B B B+ + + + + + + =

44 0, 55 0, 55 , 44 , 0 0, 0, 0;s s s s
yy xx x x y y w sx xx sy yyA w A w A A K w K w K w q+ + + − + + + =

11 0, 66 0, 12 66 0, 11 , 66 , 12 66 , 55 55 0, 0;s s
xx yy xy x xx x yy y xy x xB u B u B B v C C C C A A w+ + + + + + + − − =

66 21 0, 66 0, 22 0, 66 21 , 66 , 22 , 44 44 0, 0.s s
xy xx yy x xy y xx y yy y yB B u B v B v C C C C A A w+ + + + + + + − − =

(10)
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trong�đó:�
/2 /2

2

/2 /2

, , 1, , , 11,12,21, 22,66; , 44,55.
h h

s
ij ij ij ij ij s ij

h h

A B C Q z z dz ij A k Q dz ij
− −

= = = =� �

4.�Lời�giải�giải�tích

Lời giải giải� tích�được thiết lập bằng việc sử dụng�phương�pháp�Galerkin� cho� tấm chữ nhật 
bằng vật liệu rỗng với�các�điều kiện biên gồm�các�trường hợp sau:

- Liên kết ngàm 4 cạnh (CCCC):

Tại x = 0, a và y = b: 0 0 0 0.x yu v w= = = = = (11a)

- Liên kết khớp 4 cạnh (SSSS):

Tại x = 0, a: 0 00, 0, 0, 0, 0;y x xv w N M= = = = =

Tại y = 0, b: 0 00, 0, 0, 0, 0.x y yu w N M= = = = =
(11b)

- Liên kết�đối xứng ngàm 2 cạnh, khớp 2 cạnh (SCSC):

Tại x = 0, a: 0 0 0 0;x yu v w= = = = =

Tại y = 0, b: 0 00, 0, 0, 0, 0.x y yu w N M= = = = =
(11c)

Với�các�điều kiện�biên�đã�nêu�ta�chọn nghiệm chuyển vị dưới dạng các khai triển:

0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

; ; ;

; .

M N M N M N
' '

mn m n mn m n mn m n
m n m n m n

M N M N
' '

x xmn m n y ymn m n
m n m n

u u X Y v v X Y w w X Y

X Y X Y

= = = = = =

= = = =

= = =

= =

� � � � � �

� � � �
(12)

trong�đó:� 0 0 0, , , ,mn mn mn xmn ymnu v w là các hệ số cần�xác�định. 

Các hàm Xm(x), Yn(y) phải�đảm bảo liên tục, thỏa�mãn�điều kiện biên và�độc lập tuyến tính. 
Bảng 1 là các hàm dạng ( )mX x và ( )nY y áp dụng�cho�3�điều kiện biên SSSS, SCSC và CCCC.

Bảng 1. Các hàm dạng ( )mX x và ( )nY y sử dụng trong khai triển [7, 13]

Điều kiện biên Tại x = 0, a Tại y = 0, b ( )mX x ( )nY y

SSSS 0''
m mX X= = 0''

m mY Y= = sin( / )m x a sin( / )n y b

SCSC 0'
m mX X= = 0''

m mY Y= = 2sin ( / )m x a sin( / )n y b

CCCC 0'
m mX X= = 0'

m mY Y= = 2sin ( / )m x a 2sin ( / )n y b

Thay (12) vào (10) rồi nhân các biểu thức�trong�phương�trình�thu�được với�các�hàm�riêng�tương�
ứng và thực hiện tích phân trên toàn bộ miền của tấm, hệ phương�trình�thu�được có dạng:
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(13a)

Hay�dưới dạng ma trận thu gọn:
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5 1 5 15 5
;

MxNx x MxNx xMxNx x MxNx
K Q F= (13b)

trong�đó:�
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u uK A e A e= +
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Nghiệm của hệ phương�trình�đại số tuyến�tính�(13)�là�véc�tơ�chuyển vị ;mnQ từ đó�xác�định 

được các phần chuyển vị, biến dạng, ứng suất, nội lực của�bài�toán�phân�tích�tĩnh.

5.�Kết�quả�số�và�thảo�luận

Với nghiệm giải�tích�đã�thiết lập ở phần�trên,�chương�trình�tính�bằng trên nền�Matlab�được viết 
để thực hiện các ví dụ số. Trong các tính toán các công thức không thứ nguyên�được sử dụng có dạng 
sau đây [14, 17]: 
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(14)

Ví dụ 1. Kiểm chứng chuyển vị và ứng suất của tấm chữ nhật�đẳng�hướng liên kết khớp 4 cạnh (SSSS).

Xét tấm chữ nhật�đẳng�hướng (e0 = 0; ν = 0,3; a/h = 10; b/a =�3)�đặt trên nền�đàn�hồi,�dưới tác 
dụng của tải trọng phân bố đều q = q0 = -104 Pa. 

Bảng 2. Kiểm chứng chuyển vị và ứng suất của tấm chữ nhật�đẳng�hướng liên kết khớp 4 cạnh 
K0 J0 Nguồn u v w x y xy

0 0 Thai và Choi [14] 0,1971 0,1022 1,2583 0,7160 0,2447 0,2890
Bài báo 0,1960 0,1005 1,2590 0,7146 0,2471 0,2783

100 0 Thai và Choi [14] 0,1922 0,1003 1,226 0,6969 0,2375 0,2840
Bài báo 0,1911 0,0986 1,2266 0,6955 0,2399 0,2733

100 100 Thai và Choi [14] 0,1787 0,0951 1,1382 0,6452 0,2183 0,2700
Bài báo 0,1777 0,0934 1,1388 0,6441 0,2208 0,2594
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Bảng 2 trình bày các kết quả số của các thành phần chuyển vị và ứng suất không thứ nguyên của 
với các giá trị khác nhau của tham số nền (K0, J0). Các kết quả tính toán của�bài�báo�được so sánh với 
kết quả của Thai và Choi [14] sử dụng lời giải giải tích (dạng nghiệm Navier và Levy) dựa trên lý 
thuyết biến dạng cắt bậc cao cải tiến 4 ẩn số chuyển vị. Có thể thấy rằng nghiệm giải�tích�đã�xây�dựng 
theo lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất cho kết quả phù hợp với kết quả của Thai và Choi với tất cả các 
cặp tham số nền.

Ví dụ 2. Kiểm chứng�độ võng của tấm chữ nhật�đẳng�hướng với�các�điều kiện biên khác nhau. 

Bảng�3�là�độ võng không thứ nguyên ŵ của tấm vuông bằng vật liệu�đẳng�hướng (e0 = 0) chịu 
tác dụng của tải trọng phân bố đều q = q0 = -104 Pa với các dạng�điều kiện biên CCCC, SCSC, SSSS, 
tính toán với tỷ số kích�thước tấm a/h = 5; 10; 20. Các kết quả của�bài�báo�được so sánh với các kết 
quả của Thai và Choi [15] sử dụng�phương�pháp�phần tử hữu hạn sử dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc 
cao cải tiến 4 ẩn số chuyển vị và dạng�hàm�đa�thức. Có thể thấy rằng, với cả 3�trường hợp�điều kiện 
biên�và�3� trường hợp tỷ số kích� thước tấm, các kết quả của bài báo phù hợp với kết quả tính bằng 
phương�pháp�phần tử hữu hạn của Thai và Choi.

Bảng 3. Kiểm chứng�độ võng ŵ của tấm chữ nhật�đẳng�hướng với�các�điều kiện biên khác nhau
Mô hình a/h = 5 a/h = 10 a/h = 20

CCCC SCSC SSSS CCCC SCSC SSSS CCCC SCSC SSSS 
Thai và Choi [15] 0,2356 0,3090 0,5381 0,1709 0,2424 0,4693 0,1546 0,2256 0,4521
Bài báo 0,2319 0,3242 0,5357 0,1626 0,2394 0,4666 0,1444 0,2170 0,4494

Ví dụ 3. Khảo sát ảnh�hưởng của mật�độ lỗ rỗng, tham số nền và tỷ số kích�thước tấm

Xét tấm chữ nhật vật liệu xốp (E1 = 200GPa, ν =�1/3)�đặt trên nền�đàn�hồi,�dưới tác dụng của tải 
trọng phân bố đều q = q0 = -104Pa.

Hình 3. Biến�thiên�độ võng và các thành phần ứng suất không thứ nguyên của tấm theo e0
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Bảng 4 trình bày kết quả số của�độ võng và các thành phần ứng suất không thứ nguyên của tấm 
chữ nhật vật liệu xốp (a/h = 10, b/a = 2, K0 = 100, J0 = 10) liên kết khớp 4 cạnh với các hệ số mật�độ
lỗ rỗng e0 khác nhau theo 3 quy luật phân bố lỗ rỗng. 

Bảng�4.�Độ võng và các thành phần ứng suất không thứ nguyên của tấm với các e0 khác nhau

Phân bố đều Phân bố không�đều - Dạng 1 Phân bố không�đều - Dạng 2

e0 0,1 0,5 0,9 0,1 0,5 0,9 0,1 0,5 0,9

w 1,0609 1,4683 2,8271 1,0325 1,2104 1,4680 1,0555 1,4389 2,9147

x 0,5810 0,5681 0,5250 0,6037 0,7035 0,8423 0,5662 0,4744 0,2341

xy 0,2508 0,2466 0,2326 0,2605 0,3043 0,3656 0,2444 0,2059 0,1039

xz 5,1274 5,0336 4,7194 4,9347 3,7354 1,1785 5,0900 4,7798 4,0018

Đồ thị biểu diễn sự biến thiên của�các�đại�lượng khảo sát theo hệ số mật�độ lỗ rỗng�được thể
hiện bằng�đồ thị như�trên�Hình�3.�Có�thể thấy rằng, quy luật phân bố của lỗ rỗng�đã�ảnh�hưởng�đáng�
kể đến trị số của�độ võng, các thành phần ứng suất,�thêm�vào�đó�sự ảnh�hưởng�này�là�khác�nhau�đến 
từng�đại�lượng khảo�sát.�Độ võng�tăng�khi�mật�độ lỗ rỗng�tăng,�điều này xảy ra với cả 3 quy luật phân 
bố lỗ rỗng. Với cùng một hệ số mật�độ lỗ rỗng, 2 quy luật:�đều�và�không�đều - bất�đối xứng (dạng 2) 
cho kết quả độ võng gần�như�nhau,�và�lớn�hơn�so�với quy luật�không�đều - đối xứng (dạng 1). Ứng 
suất pháp và ứng suất màng có sự biến thiên khá giống nhau, khi e0 tăng:�quy�luật�không�đều - bất�đối 
xứng có ứng suất giảm nhanh, quy luật�đều có ứng suất giảm chậm�hơn�trong�khi�quy�luật�không�đều -
đối xứng có ứng suất�tăng.�Ứng suất cắt ngang lại khác, khi e0 tăng:�cả 3 quy luật phân bố lỗ rỗng�đều 
làm ứng suất giảm, chúng giảm nhanh dần theo trình tự: quy luật phân bố đều,�không�đều-bất�đối xứng 
và cuối cùng là phân bố không�đều�đối xứng.

Hình 4. Biến�thiên�độ võng w của tấm theo 
hệ số nền

Hình 5. Biến�thiên�độ võng w của tấm theo 
tỷ số a/h

6.�Kết�luận

Bài báo xây dựng�mô�hình�tính�toán�độ võng và các thành phần ứng suất trong tấm chữ nhật xốp 
đặt trên nền�đàn�hồi chịu uốn với một số điều kiện biên khác nhau. Nghiệm giải�tích�thu�được bằng 
phương�pháp�Bubnov-Galerkin cùng với�chương�trình�tính�tự viết trên nền�Matlab�được kiểm chứng 
cho một số trường hợp riêng cho thấy�đủ tin cậy. Các khảo sát số đã�được thực hiện�cho�phép�đánh�giá�
ảnh�hưởng của các tham số hình học, vật liệu, nền�đàn�hồi�và�điều kiện�biên�đến�độ võng và ứng suất 
trong tấm. Các kết quả nhận�được cho thấy có thể lựa chọn dạng phân bố lỗ rỗng�và�điều chỉnh mật�độ
phân bố lỗ rỗng để nhận�được các kết quả mong muốn trong công tác tính toán, thiết kế kết cấu tấm 
làm sử dụng vật liệu rỗng.

0/ 10, / 2, 0.2a h b a e= = =
0

0 0

/ 2, 0.2,

100, 10

b a e

K J

= =

= =

w w



462 Trần Minh Tú, Nguyễn�Văn�Long,�Lê�Xuân�Huỳnh and Lê Thanh Hải

Tài�liệu�tham�khảo�

[1] Akbaş�Ş.D.�(2017).�Vibration and static analysis of functionally graded porous plates. Journal of Applied 
and Computational Mechanics, 3(3): pp. 199-207.

[2] Arani A.G., Khoddami Maraghi Z., Khani M., and Alinaghian I. (2017). Free vibration of embedded 
porous plate using third-order shear deformation and poroelasticity theories. Journal of Engineering, 2017.

[3] Barati M.R. and Zenkour A.M. (2017). Investigating post-buckling of geometrically imperfect metal foam 
nanobeams with symmetric and asymmetric porosity distributions. Composite Structures, 182: pp. 91-98.

[4] Chen D., Yang J., and Kitipornchai S. (2016). Free and forced vibrations of shear deformable functionally 
graded porous beams. International Journal of Mechanical Sciences, 108: pp. 14-22.

[5] Demirhan P.A. and Taskin V. (2019). Bending and free vibration analysis of Levy-type porous functionally 
graded plate using state space approach. Composites Part B: Engineering, 160: pp. 661-676.

[6] Huang Z., Lü C., and Chen W. (2008). Benchmark solutions for functionally graded thick plates resting on 
Winkler–Pasternak elastic foundations. Composite Structures, 85(2): pp. 95-104.

[7] Meziane M.A.A., Abdelaziz H.H., and Tounsi A. (2014). An efficient and simple refined theory for 
buckling and free vibration of exponentially graded sandwich plates under various boundary conditions.
Journal of Sandwich Structures & Materials, 16(3): pp. 293-318.

[8] Pradhan K. and Chakraverty S. (2015). Static analysis of functionally graded thin rectangular plates with 
various boundary supports. Archives of Civil and Mechanical Engineering, 15(3): pp. 721-734.

[9] Reddy J.N. (2006). Theory and analysis of elastic plates and shells. CRC press.

[10] Reddy J.N. (2017). Energy principles and variational methods in applied mechanics. John Wiley & Sons.

[11] Rezaei A. and Saidi A. (2015). Exact solution for free vibration of thick rectangular plates made of porous 
materials. Composite Structures, 134: pp. 1051-1060.

[12] Rezaei A., Saidi A., Abrishamdari M., and Mohammadi M.P. (2017). Natural frequencies of functionally 
graded plates with porosities via a simple four variable plate theory: an analytical approach. Thin-Walled 
Structures, 120: pp. 366-377.

[13] Sobhy M. (2013). Buckling and free vibration of exponentially graded sandwich plates resting on elastic 
foundations under various boundary conditions. Composite Structures, 99: pp. 76-87.

[14] Thai H.-T. and Choi D.-H. (2011). A refined plate theory for functionally graded plates resting on elastic 
foundation. Composites Science and Technology, 71(16): pp. 1850-1858.

[15] Thai H.-T. and Choi D.-H. (2013). Finite element formulation of various four unknown shear deformation 
theories for functionally graded plates. Finite Elements in Analysis and Design, 75: pp. 50-61.

[16] Thang P.T., Nguyen-Thoi T., Lee D., Kang J., and Lee J. (2018). Elastic buckling and free vibration 
analyses of porous-cellular plates with uniform and non-uniform porosity distributions. Aerospace Science 
and Technology, 79: pp. 278-287.

[17] Zenkour A.M. (2009). The refined sinusoidal theory for FGM plates on elastic foundations. International 
journal of mechanical sciences, 51(11-12): pp. 869-880.

[18] Zhao J., Choe K., Xie F., Wang A., Shuai C., and Wang Q. (2018). Three-dimensional exact solution for 
vibration analysis of thick functionally graded porous (FGP) rectangular plates with arbitrary boundary 
conditions. Composites Part B: Engineering, 155: pp. 369-381.

[19] Zhao J., Wang Q., Deng X., Choe K., Zhong R., and Shuai C. (2019). Free vibrations of functionally 
graded porous rectangular plate with uniform elastic boundary conditions. Composites Part B: 
Engineering, 168: pp. 106-120.


