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Tóm tắt. Bài báo sử dụng lý thuyết cắt bậc nhất của Reissner-Mindlin để phân tích ổn�định của 
tấm chữ nhật bằng vật liệu rỗng. Vật liệu với sự phân bố liên tục�và�không�đều của các lỗ rỗng làm 
cho�mô�đun�đàn�hồi và mật�độ khối�lượng�thay�đổi�trơn�và�phi�tuyến theo chiều dày tấm. Sự phân 
bố của lỗ rỗng�được giả thiết tuân theo quy luật hàm cosine, với hai dạng�đối xứng và bất� đối 
xứng. Dạng nghiệm Navier được sử dụng để xác�định lực tới hạn của tấm chữ nhật, liên kết khớp 
trên chu tuyến, chịu�nén�đều trên các cạnh trong mặt trung bình. Ảnh�hưởng của mật�độ lỗ rỗng và 
kích�thước hình học�đến độ lớn lực tới hạn sẽ được khảo sát. Kết quả số cho thấy sự tương�đồng 
với tấm�đẳng�hướng�khi�đưa�về trường hợp riêng.

Từ khóa: Ổn�đinh; tấm vật liệu rỗng; lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất; nghiệm Navier.

1. Mở đầu

Vật liệu rỗng (porous materials) là một loại vật liệu�có�cơ�tính�biến�đổi�trơn, trong�đó�một thành 
phần ở dạng rắn, thành phần kia ở dạng lỗ rỗng trong cấu trúc vật liệu. Các lỗ rỗng này phân bố liên 
tục với một quy luật nhất�định nhằm�đạt�được những tính chất�cơ�học mong muốn của�người thiết kế.
Do có trọng�lượng nhẹ, các kết cấu bằng vật liệu rỗng được sử dụng trong nhiều lĩnh�vực công nghiệp: 
hàng không, chế tạo ô tô, tàu biển, xây dựng dân dụng, …�Tính chất hấp thụ năng�lượng của vật liệu 
rỗng�được sử dụng�để giảm ồn, cách âm và chế tạo những cấu kiện chịu�được tải trọng�động, tải trọng 
va chạm. Cùng với sự gia�tăng�ứng dụng của vật liệu rỗng, các nghiên cứu về ứng xử cơ�học của các 
kết cấu bằng loại vật liệu này trở thành�đề tài thu hút sự quan tâm của các chuyên gia trong và ngoài 
nước.

Các công bố về ứng xử uốn,�dao�động và ổn�định của kết cấu dầm, tấm và vỏ bằng vật liệu rỗng 
còn khá khiêm tốn so với tiềm�năng�phát� triển [1-6]. Nghiên cứu về ổn�định và sau ổn�định là một 
trong những vấn�đề quan trọng cần�được�quan� tâm�đúng�mức trong quá trình thiết kế kết cấu công 
trình. Magnucki và cộng sự [7] tính toán các thành phần ứng suất,�độ võng trong tấm chữ nhật bằng 
vật liệu rỗng (metal foam) chịu uốn;�đồng thời lực tới hạn của tấm chữ nhật chịu nén trong mặt trung 
bình�cũng�đã�được�xác�định. Magnucka-Blandzi [8] tính�toán�độ võng và lực tới hạn cho tấm tròn bằng 
vật liệu rỗng liên kết khớp trên chu tuyến chịu tải�nén�đều trong mặt trung bình và tải trọng ngang đối 
xứng trục. Jasion và cộng sự [9] đã� thiết lập lời giải giải tích, lời giải số cùng với nghiên cứu thực 
nghiệm về ổn� định� địa� phương� và� ổn� định tổng thể của dầm sandwich và tấm sandwich tròn. 
Mojahedin và cộng sự [10] đã�phân�tích�ổn�định của tấm tròn bằng vật liệu rỗng theo lý thuyết biến 
dạng cắt bậc cao.

Mục�đích�của bài báo là thiết lập các hệ thức,�các�phương�trình�chủ đạo của tấm vật liệu rỗng
(metal foam) theo lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất. Dạng nghiệm�Navier�được sử dụng để xác�định lực 
tới hạn của tấm chữ nhật tựa khớp trên chu tuyến chịu�nén�đều theo một�phương�và�hai�phương�trong�
mặt trung bình tấm. Ví dụ kiểm chứng cho tấm bằng vật liệu rỗng�không� tìm�được theo các nguồn 
tham khảo hiện có, vì thế kết quả tính toán sẽ được so sánh với tấm bằng vật liệu� đẳng� hướng là 
trường hợp riêng của tấm bằng vật liệu rỗng. Ảnh�hưởng của mật�độ lỗ rỗng, kích�thước hình học của 
tấm�đến lực tới hạn cũng�sẽ được khảo sát trong các ví dụ tiếp theo.
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2. Mô hình tấm bằng vật liệu rỗng

Xét tấm chữ nhật bằng vật liệu rỗng là vật liệu�đàn�hồi tuyến tính, có kích�thước các cạnh a b� ,
chiều dày h . Mặt phẳng trung bình là mặt phẳng Oxy và z là�phương�chiều dày của tấm (Hình 1). Hệ

số Poisson�được giả thiết�không�đổi theo chiều dày tấm. Các hằng số vật liệu còn lại biến thiên liên tục 
theo tọa�độ chiều dày tấm với quy luật�hàm�cosine�đơn�giản dạng�đối xứng (dạng 1) hoặc bất�đối xứng 
(dạng 2) [6]:
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trong�đó� lần�lượt là các giá trị lớn nhất của�mô�đun�đàn�hồi kéo - nén,�mô�đun�đàn�hồi�trượt 

và khối�lượng riêng; 2 2 2, ,E G là các giá trị nhỏ nhất�tương�ứng. Các hệ số rỗng cho�mô�đun�đàn�

hồi và hệ số rỗng me cho khối�lượng riêng được tính theo [6]:

(3) (4)

Hình 1. Tấm bằng vật liệu rỗng với các hàm mật�độ phân bố lỗ rỗng khác nhau:
(a) - Dạng 1 và (b) - Dạng 2.

Từ Hình 2a và biểu thức (1) cho thấy sự phân bố lỗ rỗng theo dạng�1�là�đối xứng, giá trị lớn 
nhất của các hằng số vật liệu�đạt�được ở mặt trên và mặt�dưới của tấm, giá trị nhỏ nhất�đạt�được tại 
mặt�trung�bình�nơi�có�mật�độ lỗ rỗng lớn nhất.�Trong�khi�đó�phân�bố lỗ rỗng theo dạng 2 thể hiện trên 
Hình 2b và biểu thức (2) là bất�đối xứng, giá trị lớn nhất và nhỏ nhất lần�lượt�đạt�được tại mặt trên và 
dưới�tương�ứng với vị trí có mật�độ lỗ rỗng mật�độ lỗ rỗng nhỏ nhất và lớn nhất.

(a) (b)

Hình 2. Biến thiên của�mô�đun�đàn�hồi kéo (nén) trong tấm vật liệu rỗng, phân bố dạng 1 (trái),  
phân bố dạng 2 (phải)

3. Lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất Reissner – Mindlin

Trường chuyển vị theo lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất giả thiết�dưới dạng [11]:
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; 0( , , ) ( ,y) z ( , )yv x y z v x x y= + ; (5)

trong đó� 0 0 0, ,u v w là các thành phần chuyển vị của�điểm trên mặt�trung�bình�theo�các�phương� , ,x y z .

,x y : là các góc xoay của pháp tuyến mặt trung bình quanh trục .

Trường biến dạng�được suy ra từ trường chuyển vị thông qua các biểu thức quan hệ chuyển vị -
biến dạng, biểu diễn�dưới dạng:

0 z= + (6)

trong�đó:������������������ , , , ,
T

xx yy xy xz yz=

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0, , , , , , , ,

T
T

xx yy xy xz yz x y

u v u v w w

x y y x x y

� �� � � � � �
= = + + +� �

� � � � � �� �

, , ,0,0 , , ,0,0

T
T y yx x

x y xy
x y y x

� �� �� �
= = +� �

� � � �� �

(7)

Quan hệ tuyến tính giữa ứng suất – biến dạng trong tấm bằng vật liệu rỗng�được viết với dạng sau:
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Các thành phần nội lực trong tấm�được�xác�định bằng các biểu thức định�nghĩa�có�dạng sau:
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với k là hệ số hiệu chỉnh cắt.

Quan hệ ứng lực – chuyển vị có thể biểu diễn tổng�quát�dưới dạng:
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trong�đó:
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4. Hệ phương�trình�cân bằng theo các thành phần chuyển vị

Theo [11] hệ phương�trình�cân�bằng của tấm chữ nhật có kể đến lực tác dụng trong mặt trung 

bình với 0
1xx thN k N= − ; ; , không xét�đến tải trọng tác dụng vuông góc với mặt 

trung bình được biểu diễn dưới dạng:
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� � � � � �
;

0
xyxx

x

MM
Q

x y

��
+ − =

� �
;           0

xy yy

y

M M
Q

x y

� �
+ − =

� �

(13)

Thay các thành phần ứng lực biểu diễn qua biến dạng theo (11), rồi các thành phần biến dạng 
qua chuyển vị theo (6) vào hệ phương�trình�(13), ta nhận�được hệ phương�trình�cân bằng tĩnh�đối với 
các thành phần chuyển vị, có dạng:

22 2 2 2 2
0 0 0

11 66 12 66 11 66 12 662 2 2 2
0

yx xu u v
A A A A B B B B

x y x y x y x y

�� � � � �
+ + + + + + + =

� � � � � � � �
22 2 2 22

0 0 0
11 66 12 66 11 66 12 662 2 2 2

( ) 0y xv v u y
A A A A B B B B

y x x y y x x y

�� � � ��
+ + + + + + + =

� � � � � � � �

22 2 2 2 2
0 0 0 0

11 66 12 66 11 66 44 12 66 442 2 2 2
( ) 0

yx x
x

u u v w
B B B B D D A D D A

x y x y x y x y x

�� � � � � �
+ + + + + − + + − =

� � � � � � � � �
2 22 2 2 2

0 0 0 0
11 66 12 66 11 66 55 12 66 552 2 2 2

( ) 0
y y x

y

v v u w
B B B B D D A D D A

y x x y y x x y y

� �� � � � �
+ + + + + − + + − =

� � � � � � � � �

(14)

5. Lời giải Navier cho tấm chữ nhật bằng vật liệu rỗng.

Xét tấm chữ nhật�kích�thước các cạnh là ,a b chiều dày , liên kết khớp trên chu vi với các điều 

kiện biên thể hiện�dưới dạng:

.

0 0 0 00: 0, 0; : 0, 0y yy u w M y b u w M= = = = = = = =
(15)

Hình 3. Tấm chữ nhật
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Hàm chuyển vị cần tìm trong (14) được giả thiết�dưới dạng chuỗi�lượng giác kép thỏa�mãn�điều 
kiện biên (15), có dạng:

; 

;

; trong�đó
m

a
= ,  

(16)

Thay biểu thức (16) vào hệ phương� trình�cân bằng theo chuyển vị (14), ta 

nhận�được hệ phương�trình�viết dưới dạng rút gọn: 5 5 5 1 5 1
[ ] 0x x
S q

�
=

(17)

trong�đó:�

11 12 14 15

21 22 24 25

2 2
5 5 33 1 2 34 35

41 42 43 44 45

51 52 53 54 55

0

0

[ ] 0 0 ( )x th

s s s s

s s s s

S s N k k s s

s s s s s

s s s s s

� �
� �
� �
� �= − +
� �
� �
� �� �

;

2 2
11 11 66( )s A A= + ; ; 2 2

14 41 11 66( )s s B B= = + ;

; 2 2
22 11 66( )s A A= + ; 2 2

25 52 11 66( )s s B B= = +
2 2

33 44 55( )s A A= + ; 34 43 44s s A= = ; 35 53 55s s A= = ;
2 2

44 11 66 44( )s D D A= + + ; ; 2 2
55 66 11 55( )s D D A= + + ;

5 1

T

mn mn mn xmn ymnq u v w
�
= ; 

Khử hai ẩn chuyển vị và ra khỏi hệ phương�trình�(17) ta nhận�được:
2 2

33 1 2 34 35

34 44 45

35 45 55

0( )

0

0

mnth

xmn

ymn

ws N k k s s

s s s

s s s

� �� �− + � �
� �� � � �

=� � � �� �
� � � �� � � �� � � �

(18)

Lực tới hạn theo tiêu chuẩn ổn�định Euler được�xác�định từ điều kiện�để hệ phương�trình�(18)�
không có nghiệm tầm�thường.�Nghĩa�là:

2 2
33 1 2 34 35

34 44 45

35 45 55

( )

det 0
ths N k k s s

s s s

s s s

− +

= (19)

Nhờ sự trợ giúp của phần mềm Matlab giải�phương�trình (19) ta�tìm�được lực mất ổn�định của 
tấm vật liệu rỗng chịu�nén�đều theo một�phương�và�hai�phương�trong mặt trung bình tấm tương�ứng 
với mỗi dạng mất ổn�định (m, n). Lực tới hạn là giá trị nhỏ nhất trong các lực mất ổn�định. 

6. Kết quả số và thảo luận

6.1. Bài toán kiểm chứng

Với nghiệm giải� tích�đã�thiết lập ở phần�trên,�chương�trình�tính�trên�nền�Matlab�được viết�để

thực hiện các ví dụ số. Khi cho ta nhận�được lực tới hạn không thứ nguyên của tấm bằng vật 

liệu�đẳng�hướng. Xét tấm chữ nhật bằng vật liệu�đẳng�hướng với các tham số kích�thước và vật liệu 
cho trong Bảng 1. 
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Bảng 1. Thông số kích�thước và vật liệu tấm cho ví dụ kiểm chứng

1( )E Pa

0.01 10,20,100 1 2×1011 0.25 0

Lực tới hạn không thứ nguyên tính theo [11]: ;   với (20)

Bảng 2 trình bày lực tới hạn không thứ nguyên của tấm bằng vật liệu�đẳng�hướng chịu�nén�đều 
trong mặt�trung�bình�theo�phương� với các tỉ số kích thước /a h khác nhau. Các kết quả tính toán

được so sánh với các kết quả của Reddy trong [11] cũng�sử dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất. Sự
trùng khớp của các kết quả trong Bảng 2 cho thấy�độ tin cậy của nghiệm giải�tích�và�chương�trình�tính 
mà�bài�báo�đã�xây�dựng.

Bảng 2. Lực tới hạn không thứ nguyên của tấm chịu�nén�đều trong mặt trung bình

Mô hình
Tỉ số

10 20 100
Reddy [11] 3.800 3.948 3.888

Bài báo 3.800 3.948 3.888

6.2. Ảnh�hưởng của mật�độ phân bố lỗ rỗng và kích�thước hình học

Xét tấm vật liệu rỗng chịu�nén�đều�theo�phương x với các tham số kích�thước và hằng số vật liệu 
của tấm cho trong Bảng 1.

6.2.1. Ảnh�hưởng của mật�độ lỗ rỗng đến lực tới hạn không thứ nguyên.

Lực tới hạn không thứ nguyên của tấm vật liệu rỗng bốn biên tựa khớp, với các hệ số mật 

độ lỗ rỗng 0 0 0,9e = � tính theo hai dạng phân bố đối xứng và bất đối xứng trình bày trong Bảng 3. 

Đồ thị biểu diễn sự biến thiên của lực tới hạn không thứ nguyên theo biểu diễn trên Hình 4.

Bảng 3. Ảnh�hưởng của mật�độ lỗ rỗng�đến lực tới hạn không thứ nguyên

Dạng phân bố

/ 10a h = , 

Tỉ số 0e

0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9
Dạng�1�(đối xứng) 3.8000 3.7944 3.7807 3.7621 3.7352 3.6930
Dạng 2 (bất�đối xứng) 3.8000 3.7951 3.7520 3.6231 3.2984 2.4639

Hình 4. Ảnh�hưởng của mật�độ phân bố lỗ rỗng�đến lực tới hạn không thứ nguyên 
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Từ kết quả thu�được trên Bảng�3�và�quan�sát�đồ thị trên Hình 3 có thể thấy rằng trong cả hai 
trường hợp phân bố khi mật�độ lỗ rỗng tăng�sẽ làm giảm�độ cứng của tấm dẫn�đến lực tới hạn không 
thứ nguyên giảm. Với quy luật phân bố lỗ rỗng theo dạng�1�(đối xứng) thì lực tới hạn sẽ giảm�ít�hơn�so�
với quy luật phân bố theo dạng 2 (bất�đối xứng). Và với cùng một hệ số mật�độ phân bố lỗ rỗng, lực 
tới hạn với quy luật phân bố theo dạng 1 luôn lớn�hơn�lực tới hạn với quy luật phân bố lỗ rỗng theo 
dạng 2. Kết quả này cho thấy hệ số mật�độ lỗ rỗng�tăng�sẽ làm suy giảm�mô�đun�đàn�hồi của vật liệu 
tấm, và quy luật phân bố theo dạng 2 sẽ làm�mô�đun�đàn�hồi của vật liệu tấm giảm nhiều�hơn. 

6.2.2. Ảnh�hưởng của kích�thước tấm đến lực tới hạn.

Lực tới hạn không thứ nguyên của tấm vật liệu rỗng bốn biên tựa khớp,�trong�trường hợp 

nén một�phương�(phương�y),�với�kích�thước tấm /b a từ 1�đến 3 theo hai quy luật phân bố lỗ rỗng đối 
xứng và bất�đối xứng trình bày trong Bảng 4.�Đồ thị biến thiên của lực tới hạn không thứ nguyên theo 
tỉ số /b a biểu diễn trên Hình 55. Trong cả hai�trường hợp phân bố lỗ rỗng khi tỉ số /b a tăng�thì�lực 
tới hạn không thứ nguyên tăng,�đồng thời tính ổn�định của tấm với quy luật phân bố lỗ rỗng�đối xứng 
sẽ tốt�hơn�so�với quy luật phân bố bất�đối xứng.

Bảng 4. Ảnh�hưởng của tỉ số /b a đến lực tới hạn không thứ nguyên

Dạng phân bố

/ 10a h = , 0 0,5e =

Tỉ số /b a
1 1.5 2.0 2.5 3.0

Dạng�1�(đối xứng) 3.7621 4.4894 6.0123 8.1124 10.7339

Dạng 2 (bất�đối xứng) 3.6231 4.3116 5.7685 7.7798 10.2912

Bảng 5. Ảnh�hưởng của tỉ số /a h đến lực tới hạn không thứ nguyên

Dạng phân bố

/ 2b a = , 0 0,5e =

Tỉ số /a h
5 10 20 50 100

Dạng�1�(đối xứng) 5.3967 6.0123 6.1888 6.2401 6.2475

Dạng 2 (bất�đối xứng) 5.2689 5.7685 5.9085 5.9490 5.9548

Hình 5. Ảnh�hưởng của tỉ số /b a đến biến 

thiên lực tới hạn không thứ nguyên 

Hình 6. Ảnh�hưởng của tỉ số /a h đến biến 

thiên lực tới hạn không thứ nguyên 

Bảng 5 thể hiện ảnh�hưởng của�kích�thước tấm /a h đến lực tới hạn không thứ nguyên trong hai 
trường hợp phân bố lỗ rỗng�đối xứng và bất�đối xứng, khi tỉ số /a h thay�đổi từ 5�đến�100.�Đồ thị trên 

Hình6 biểu diễn biến thiên của lực tới hạn không thứ nguyên theo tỉ số /a h . Có thể nhận thấy rằng 
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khi tỉ số /a h tăng�thì�lực tới hạn không thứ nguyên�tăng,�tăng�nhanh�đối với tấm có chiều dày trung 
bình ( / 5  20a h = � ),�sau�đó�tăng�chậm dần khi tấm mỏng ( / 20a h  ). Với tất cả các tỉ số lực 
tới hạn của tấm bằng vật liệu rỗng với quy luật phân bố đối xứng luôn�cao�hơn�quy luật phân bố bất 
đối xứng. 

7. Kết luận

Bài báo thiết lập lời giải giải tích xác�định lực tới hạn của tấm chữ nhật bằng vật liệu rỗng tựa 
khớp trên chu vi chịu tác dụng của lực nén trong mặt trung bình theo lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất 
Reissner - Mindlin. Quy luật phân bố lỗ rỗng�được giả thiết tuân theo quy luật hàm cosine. Chương�
trình tính viết trên nền�Matlab�được kiểm chứng với�trường hợp tấm đẳng�hướng hoàn hảo không có lỗ
rỗng cho kết quả tin cậy. Thông qua các khảo sát số đã đánh�giá�ảnh�hưởng của các tham số hình học
(tỉ số các�kích�thước /a h , /b a ), và vật liệu (hệ số phân bố lỗ rỗng) đến lực tới hạn của tấm. Các kết 
quả nhận�được là hữu ích cho công tác nghiên cứu, thiết kế các kết cấu tấm làm bằng vật liệu rỗng.
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