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Phân tích ứng xử uốn của tấm vật liệu xốp đặt trên nền đàn hồi 
Pasternak trong môi trường nhiệt 

Nguyễn Văn Long1,2,*, Trần Minh Tú1,2, Lê Thanh Hải2,3 và Phan Xuân Thục3 
1Trường Đại học Xây dựng Hà Nội, Số 55 đường Giải Phóng, Hai Bà Trưng, Hà Nội 
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Tóm tắt. Bài báo sử dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc ba Reddy để phân tích ứng xử uốn 
trong tấm bằng vật liệu xốp đặt trên nền đàn hồi Pasternak dưới tác dụng của tải trọng cơ-
nhiệt. Mô hình vật liệu xốp với ba dạng phân bố lỗ rỗng khác nhau: đều, không đều đối xứng 
và không đều bất đối xứng được xem xét. Các thành phần chuyển vị, biến dạng, ứng suất và 
nội lực của tấm chữ nhật, liên kết khớp trên các cạnh đã được xác định bằng cách sử dụng 
dạng nghiệm Navier. Sau khi thực hiện ví dụ kiểm chứng đối với tấm bằng vật liệu đẳng 
hướng và vật liệu rỗng, ảnh hưởng của tham số vật liệu, kích thước hình học, nền đàn hồi và 
tải cơ-nhiệt đến độ võng được khảo sát qua các ví dụ số. 

Từ khóa: Tấm vật liệu xốp, ứng xử uốn, lý thuyết biến dạng cắt bậc ba, tải cơ-nhiệt, nền đàn 
hồi. 

1. Mở đầu 
Vật liệu xốp hay vật liệu rỗng (FGP - Functionally Graded Porous Materials) được sử dụng 

rộng rãi trong nhiều ngành công nghiệp như: đóng tàu, giao thông vận tải, hàng không vũ trụ, xây 
dựng dân dụng,... Trong đó các lỗ rỗng phân bố theo một quy luật nhất định, có thể không thay 
đổi hoặc biến đổi trơn liên tục theo một phương bất kỳ trong kết cấu. Đây là loại vật liệu nhẹ, có 
khả năng hấp thụ năng lượng tốt, nên thường được sử dụng để chế tạo các kết cấu sandwich, tấm 
tường, tấm cách âm, cách nhiệt và hấp thụ năng lượng. Với tiềm năng ứng dụng như vậy nên các 
nghiên cứu về ứng xử cơ học của các kết cấu sử dụng vật liệu xốp nói chung và tấm, vỏ bằng vật 
liệu xốp nói riêng thu hút được sự quan tâm của các nhà khoa học trong và ngoài nước.  

Sử dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất và lý thuyết tấm cổ điển Trần Minh Tú và cs. [1-
6] đã phân tích ứng xử tĩnh, ổn định và sau ổn định của tấm bằng vật liệu xốp, các tính toán được 
thực hiện với hệ tọa độ quy chiếu đi qua mặt trung bình hoặc mặt trung hoà. Các khảo sát số cho 
thấy ảnh hưởng không thể bỏ qua của tham số vật liệu, kích thước hình học và tham số nền đàn 
hồi đến đối tượng khảo sát. Magnucka-Blandzi [7] phân tích tĩnh và xác định lực tới hạn cho tấm 
tròn bằng vật liệu xốp liên kết khớp trên chu tuyến chịu tải trọng uốn đối xứng trục và tải nén 
phân bố đều trong mặt trung bình. Magnucki và cs. [8] khảo sát ứng xử uốn, và xác định lực tới 
hạn của tấm chữ nhật bằng vật liệu xốp chịu nén trong mặt trung bình. Sử dụng lý thuyết biến 
dạng cắt bậc ba (Third-Order Shear Deformation Plate Theory - TSDT), Arani và cs. [9] phân tích 
dao động tự do của tấm vật liệu xốp trên nền đàn hồi Winkler. Leclaire [10] phân tích dao động 
riêng của tấm mỏng chữ nhật bằng vật liệu xốp ở trạng thái bão hoà chất lỏng. 

Phân tích ảnh hưởng của nhiệt độ đến sự làm việc của kết cấu trong môi trường nhiệt độ 
cao, luôn là vấn đề nghiên cứu có tính thực tiễn cao. Sử dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất, có 
kể đến thành phần biến dạng phi tuyến von Kármán, Reddy và cs. [11] phân tích tĩnh và động tấm 
P-FGM (vật liệu có cơ tính biến thiên) có kể đến ảnh hưởng của nhiệt độ bằng phương pháp phần 
tử hữu hạn (PTHH). Na và Kim [12] sử dụng phương pháp PTHH-3D, phân tích ứng xử uốn phi 
tuyến của tấm FGM chịu tác dụng đồng thời của tải cơ-nhiệt. Zhao và Liew [13] phân tích phi 
tuyến tấm FGM chịu tác dụng của tải trọng cơ-nhiệt bằng phương pháp kp-Ritz không lưới (mesh-
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free kp-Ritz method). Áp dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc ba (Third-Order Shear Deformation 
Plate Theory - TSDT) và hàm ứng suất, Duc và cs. [14] phân tích ổn định nhiệt phi tuyến của tấm 
FGM trên nền đàn hồi. Trên cơ sở lý thuyết TSDT và sử dụng kỹ thuật hàm phạt (pertubation 
technique), Yang và Shen [15] phân tích phi tuyến ứng xử uốn của tấm FGM chịu tác dụng của 
tải trọng cơ-nhiệt. Cong và cs. [16] sử dụng lý thuyết TSDT, phân tích ổn định cơ-nhiệt phi tuyến 
và sau ổn định của tấm FGM có vi bọt rỗng, đặt trên nền đàn hồi. 

Có thể thấy rằng các nghiên cứu về tấm vật liệu xốp chịu tải trọng cơ-nhiệt còn chưa nhiều, 
chủ yếu mới dừng lại ở các bài toán phân tích tĩnh, dao động và ổn định mà không xét đến ảnh 
hưởng của nhiệt độ. Do vậy, mục đích của bài báo là sử dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc ba 
(TSDT) và dạng nghiệm Navier để phân tích ứng xử tĩnh của tấm bằng vật liệu xốp liên kết khớp 
trên chu tuyến đặt trong môi trường nhiệt. Ảnh hưởng của ba dạng phân bố lỗ rỗng: đều, không 
đều đối xứng và bất đối xứng, hệ số mật độ lỗ rỗng, dạng tải trọng uốn, kích thước hình học, nền 
đàn hồi và tải trọng cơ-nhiệt độ đến độ võng của tấm FGP sẽ được khảo sát. 

2. Mô hình tấm bằng vật liệu xốp 
Xét tấm chữ nhật FGP có chiều dày h, kích thước theo phương các trục x, y là a (chiều dài), 

b (chiều rộng). Tấm được đặt trên nền đàn hồi Pasternak (Hình 1) với các hệ số nền: Kw - hệ số 
độ cứng uốn (Winkler stiffness), Ksi(i = x, y) - hệ số độ cứng cắt (shear stiffness). 

 
Hình 1. Mô hình tấm chữ nhật FGP trên nền đàn hồi Pasternak 

Các hằng số vật liệu (P) được giả thiết phụ thuộc nhiệt độ và có thể biểu diễn [17]:  

( )1 2 3
0 1 1 2 31P P P T PT P T PT−

−= + + + +
 (1) 

với 0 1 1 2, , ,P P P P−  và 3P  là các hệ số của nhiệt độ T (độ Kelvin); 0T T T= +  , T0 = 300 K (nhiệt độ 
ban đầu). 

Trong bài báo này, Hệ số Poisson và hệ số giãn nở nhiệt được coi là không thay đổi theo 
tọa độ chiều dày: ( ) conts; ( ) contsz z= =   [18]. Trong khi các hằng số vật liệu: môđun đàn hồi 
kéo - nén và môđun đàn hồi trượt biến thiên liên tục theo chiều dày tấm, phụ thuộc vào mật độ 
phân bố lỗ rỗng [19, 20]: 

Phân bố đều: 

( ) ( )  ( ) ( ) ( )1 1 0, ;, 1T T T TE G E G e = −  
2

0
0 0

1 1 2 21 1e
e e


 

 = − − − + 
 

 
(2) 
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Phân bố đối xứng:   ( ) ( ) 1 1 0( , ), ( , ) , 1 cos  = −     

zE z T G z T E T G T e
h
  (3) 

Phân bố bất đối xứng:   ( ) ( ) 1 1 0( , ), ( , ) , 1 cos
2 4

  = − +    

zE z T G z T E T G T e
h

   (4) 

trong đó ( ) ( )1 1,E T G T  lần lượt là các giá trị lớn nhất của môđun đàn hồi kéo - nén và môđun 

đàn hồi trượt; ( ) ( )2 2,E T G T  là các giá trị nhỏ nhất tương ứng ( )2 1 .=  +  i iG E    

3. Lý thuyết biến dạng cắt bậc ba của Reddy 
Sử dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc ba (TSDT), các thành phần chuyển vị , ,u v w  của điểm 

bất kỳ có tọa độ (x, y, z) trong không gian tấm [21]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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 (5) 

trong đó: 2
1 4 / 3 ;c h= 0 0 0, ,u v w  là các thành phần chuyển vị của điểm trên mặt trung bình theo các 

phương x, y, z; ,x y   là các góc xoay của pháp tuyến mặt trung bình quanh hai trục y, x.  

Các thành phần biến dạng tuyến tính nhận được từ quan hệ biến dạng - chuyển vị: 
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Các thành phần ứng suất được xác định từ định luật Hooke: 
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11 12

21 22
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44
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 (7) 

trong đó: 
( )11 22 12 21 44 55 662 2

( ) ( ) ( ), , .
2 11 1

E z E z E zQ Q Q Q Q Q Q
v


 

= = = = = = =
+− −

      

Tích phân các thành phần ứng suất theo chiều dày của tấm ta nhận được các thành phần nội lực: 
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*/2 /2
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Liên hệ giữa nội lực và biến dạng: 
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trong đó: ( ) ( )
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Hệ phương trình cân bằng của tấm theo lý thuyết biến dạng cắt bậc ba có dạng [22]: 

0 : 0;xyx NN
u

x y



+ =

   
0 : 0;xy yN N

v
x y


 

+ =
   

(10) 
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trong đó: *
1 ; , ,= − =ij ij ijM M c M ij x y xy  và *

2 ; , .= − =i i iQ Q c Q i x y  

Thay liên hệ giữa các thành phần nội lực và chuyển vị vào (10), ta được hệ phương trình 
cân bằng theo chuyển vị: 
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trong đó: 1 1 1; ; ; 11,12, 22,66;ij ij ij ij ij ij ij ij ijB B c D C C c E E E c G ij= − = − = − =  

2 2; ; 44,55.s s
ij ij ij ij ij ijA A c C C C c E ij= − = − =  

4. Lời giải giải tích 
Với tấm chữ nhật bốn biên tựa khớp có chiều dài a, chiều rộng b, các điều kiện biên có dạng:  

Tại x = 0 và x = a: *
0 00, 0, 0, 0, 0; 0;y x x xv w N M M= = = = = =  

(12) 
Tại y = 0 và y = b: *

0 00, 0, 0, 0, 0, 0.x y y yu w N M M= = = = = =  

Khai triển các thành phần chuyển vị và tải trọng cơ-nhiệt theo dạng nghiệm Navier để thoả 
mãn các điều kiện biên (12): 
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 (13) 

Thay (13) vào hệ phương trình cân bằng theo chuyển vị nhận được từ (11); nhóm các hệ 
số, hệ phương trình cân bằng được đưa về dạng ma trận, , :m n  

111 12 13 14 15

221 22 23 24 25

31 32 33 34 35 3

41 42 43 44 45 4

51 52 53 54 55
5

0
0

;
0
0

T
mn

T
mn

T
mn mn

Tmn

Tmn

Fs s s s s U
Fs s s s s V

s s s s s W q F
s s s s s F
s s s s s F

                           = −     
              
               

(14) 

trong đó: 2 2
11 11 66 ;s A A = +  ( )12 12 66 ;s A A = +  ( )2 2

13 1 11 ;s c D   = − +  2 2
14 11 66 ;s B B = +   

( ) ( ) ( )2 2 2 2
15 12 66 22 66 22 23 1 22 24 21 66; ; ; ;s B B s A A s c D s B B      = + = + = − + = +     

( ) ( )( )22 2 2 2 2 2 2 2 2
25 66 22 33 1 11 44 2 44 44; ;w sx sys B B s c G A c C A K K K       = + = + + − + + + +    

( ) ( )2 2
34 55 2 55 1 11 ;s A c C c E   = − − +

 ( ) ( )2 2
35 44 2 44 1 22 ;s A c C c E   = − − +

  

( )2 2 2 2
44 55 2 55 11 66 1 11 66 ;s A c C C C c E E   = − + + − +

 ( ) ( )45 12 66 1 12 66 ;s C C c E E = + − +
 

( )2 2 2 2
55 44 2 44 66 22 1 66 22 ;s A c C C C c E E   = − + + − +

1 0 ;T TF N= 2 0 ;T TF N=   

( )2 2 *
3 1 0 ;T TF c M = +

 ( )*
4 0 1 0 ;T T TF M c M= −

 ( )*
5 0 1 0 ;T T TF M c M= −

  
Nghiệm của hệ phương trình đại số (14) là véctơ chuyển vị  , , , , ;mn mn mn mn mnU V W    từ 

đó xác định được các phần chuyển vị, biến dạng, ứng suất và nội lực cho bài toán phân tích tĩnh. 
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5. Kết quả số và thảo luận 
Trên cơ sở lý thuyết đã trình bày ở trên, các tác giả đã viết code chương trình máy tính trên 

nền Matlab để khảo sát ứng xử tĩnh của tấm chữ nhật FGP bốn biên tựa khớp trong môi trường 
nhiệt. Vật liệu bọt kim loại (SUS304) với các hệ số phụ thuộc nhiệt độ được cho trong Bảng 1. 

Bảng 1. Các hệ số phụ thuộc nhiệt độ của vật liệu thuần nhất [23] 

Vật liệu Hằng số P0 P-1 P1 P2 P3 P (T = 300 K) 
SUS304 E (Pa) 201,04e+9 0 3,079e-4 -6,534e-7 0 207,7877e+9 

α (1/K) 12,330e-6 0 8,086e-4 0 0 15,321e-6 
ν 0,3262 0 -2,002e-4 3,797e-7 0 0,3178 

5.1. Ví dụ kiểm chứng 
Xét tấm vuông đẳng hướng (b = a = 100h) liên kết khớp 4 cạnh dưới tác dụng của trường 

nhiệt phân bố theo quy luật hàm sin ở mặt trên tấm và thay đổi tuyến tính theo chiều dày tấm: 

1 sin sin .x yT T z
a b
 

 =  Trong bài toán này, cơ tính của tấm được giả thiết không phụ thuộc nhiệt 

độ: E = const; α = const; ν = 0,25. Các công thức không thứ nguyên được sử dụng bao gồm:  

02
11

1 1ˆ ˆ, ; , , ; , ,
2 2 2 2 2i i
a b a b hw w i x y xy

hE Ta T
 


   = = =   
   

 (15) 

Độ võng và các thành phần ứng suất không thứ nguyên của tấm được tính toán và trình bày 
như trong Bảng 2. Có thể nhận thấy, các kết quả thu được trong bài báo với a/h = 100 hoàn toàn 
trùng khớp với kết quả của Reddy [21], cũng sử dụng nghiệm Navier nhưng là lý thuyết tấm 
cổ điển. 

Bảng 2. Kiểm chứng độ võng và ứng suất của tấm đẳng hướng dưới tác dụng của tải trọng nhiệt 

Nguồn ŵ  ˆ x  ˆ y  
ˆ xy  

Reddy [21] 0,0633 -0,25 -0,25 -0,25 
Bài báo 0,0633 -0,25 -0,25 -0,25 

Bảng 3. thể hiện kết quả độ võng không thứ nguyên 
3

1
04

0

,
2 2

E h a bw w
q a

 =  
 

 của tấm vuông 

bằng vật liệu xốp, phân bố không đều bất đối xứng (E1 = 69 GPa; ν = 0,25) liên kết khớp 4 cạnh, 
chịu tác dụng của tải trọng uốn phân bố đều q0 = -104 Pa, với các tỷ số kích thước tấm a/h = 5; 
10; 20.  

Bảng 3. Kiểm chứng độ võng không thứ nguyên w  của tấm vuông rỗng  
e0 Nguồn a/h = 5 a/h = 10 a/h = 20 

e0 = 0 Ebrahim và Habibi [24] 0,05398 0,04774 0,04618 
 Bài báo 0,05453 0,04791 0,04625 
e0 = 0,2 Ebrahim và Habibi [24] 0,06120 0,05405 0,05226 
 Bài báo 0,06213 0,05450 0,05259 

Các kết quả của bài báo được so sánh với Ebrahimi và Habibi [24] cũng sử dụng lý thuyết 
biến dạng cắt bậc ba của Reddy nhưng theo phương pháp Phần tử hữu hạn [25]. Rõ ràng là, với 
cả 3 giá trị của tỷ số kích thước tấm a/h, các kết quả của bài báo đều phù hợp với kết quả của 
Ebrahim và Habibi. 
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5.2. Khảo sát ảnh hưởng của các tham số vật liệu, hình học, nhiệt độ và nền đàn hồi 
lên ứng xử uốn của tấm chữ nhật vật liệu xốp 

Xét tấm chữ nhật vật liệu xốp (SUS304 foam) làm việc trong môi trường nhiệt, liên kết 
khớp 4 cạnh, đặt trên nền đàn hồi, chịu tác dụng của tải trọng phân bố. Các công thức không thứ 
nguyên sử dụng dưới dạng [26, 27]: 

 
23 4 2

*
0 0 04 3 3 3

0
( ), , , , ; ; ;

2 2 2
sys w sx

s s
s s s s s

K bE h K a K ab a bw x w w x w K J q E
q a E h E h E h


 

    = = = = =    
    

 (16) 

trong đó Es, νs, αs tương ứng là giá trị của E, ν, α của vật liệu thuần nhất ở nhiệt độ phòng T = 
300 K. 

Biến thiên độ võng w  tại mặt cắt y = b/2 của tấm chữ nhật vật liệu xốp với ba quy luật 
phân bố lỗ rỗng khác nhau chịu hai trường hợp tải trọng uốn phân bố, được thể hiện bằng các đồ 
thị trên Hình 2. Có thể thấy rằng, quy luật phân bố lỗ rỗng đã ảnh hưởng đáng kể lên độ võng, 
trong cả hai trường hợp: tải phân bố đều và tải phân bố hình sin. Phân bố lỗ rỗng không đều đối 
xứng có độ võng nhỏ hơn đáng kể so với hai quy luật phân bố đều và phân bố không đều bất đối 
xứng (hai quy luật phân bố đều và bất đối xứng cho kết quả độ võng khác nhau không nhiều). 
Ngoài ra, với cùng cấu hình vật liệu, tải phân bố đều luôn có độ võng lớn hơn so với tải phân bố 
hình sin. Ví dụ như, trong trường hợp phân bố đều: tải phân bố hình sin có maxw  = 0,0836 trong 
khi đó tải phân bố đều có maxw  = 0,1307 (độ võng tăng 56,45%). 

 
(a) Tải phân bố đều 

 
(b) Tải phân bố hình sin 

Hình 2. Biến thiên độ võng w  của tấm với các quy luật phân bố lỗ rỗng khác nhau 

  

Hình 3. Biến thiên độ võng w  của tấm với 
các mức thay đổi nhiệt độ T khác nhau  

Hình 4. Ảnh hưởng của hệ số lỗ rỗng và quy 
luật phân bố lỗ rỗng lên độ võng w  của tấm  
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Hình 3 là đồ thị khảo sát ảnh hưởng của nhiệt độ đến độ võng không thứ nguyên w  của 
tấm xốp với phân bố lỗ rỗng bất đối xứng tại mặt cắt y = b/2. Kết quả trên đồ thị cho thấy độ võng 
không thứ nguyên của tấm tăng khi tăng nhiệt độ môi trường T. Chẳng hạn như, khi T = 0: 

maxw  = 0,1280, và khi tăng nhiệt độ môi trường lên khi T = 500 K: maxw  = 0,1558 (độ võng 
tăng 21,75%). 

Hình 4 là đồ khảo ảnh hưởng của hệ số rỗng 0e  lên độ võng không thứ nguyên *w  của tấm 
xốp cho ba trường hợp phân bố lỗ rỗng. Rõ ràng là, khi mật độ lỗ rỗng tăng, độ cứng của tấm 
giảm dẫn đến độ võng tăng; hệ số rỗng càng lớn thì ảnh hưởng của dạng phân bố càng rõ rệt. Tấm 
phân bố lỗ rỗng không đều đối xứng mang lại hiệu quả tốt nhất khi đem lại khả năng chống uốn 
cao nhất cho tấm so với hai quy luật phân bố còn lại và do đó luôn cho kết quả độ võng nhỏ nhất. 

  

Hình 5. Ảnh hưởng của nền đàn hồi lên độ 
võng w  của tấm xốp phân bố bất đối xứng 

Hình 6. Ảnh hưởng của kích thước hình học 
lên độ võng w  của tấm xốp phân bố  

bất đối xứng 

Đồ thị so sánh ảnh hưởng của các tham số nền đàn hồi lên độ võng không thứ nguyên *w  
của tấm vật liệu xốp, phân bố bất đối xứng (a/h = 10, b/a = 1,5; e0 = 0,5; T = 300 K; tải phân bố 
đều) được thể hiện trên Hình 5. Có thể thấy rằng: khi tăng các hệ số nền đàn hồi (tăng K0, J0) làm 
cho độ cứng của tấm tăng, dẫn đến độ võng của tấm giảm; độ võng *w  giảm nhanh khi các tham 
số nền K0, J0 tăng trong khoảng [0, 50]. Ví dụ, khi K0 = J0 = 0: *

maxw  = 0,1380, và khi các tham 
số nền tăng lên  K0 = J0 = 50: *

maxw  = 0,0054 (độ võng giảm 96,09%). Ngoài ra, chú ý rằng, khi 
hệ số nền Paternak đủ lớn (J0 → 50), ảnh hưởng của hệ số nền Winkler gần như không đáng kể; 
trong khi đó độ võng vẫn giảm đáng kể khi tăng hệ số nền Pasternak mặc dù hệ số nền Winkler 
là lớn đáng kể (K0 → 50). 

Hình 6 thể hiện ảnh hưởng của kích thước hình học bao gồm tỷ số kích thước tấm a/h và 
tỷ số kích thước cạnh b/a lên độ võng không thứ nguyên *w  của tấm vật liệu xốp, phân bố bất đối 
xứng (K0 = J0 = 0; e0 = 0,5; T = 300 K; tải phân bố đều). Độ võng không thứ nguyên *w  của tấm 
vật liệu xốp tăng lên khi tăng tỷ số kích thước cạnh b/a; và giảm nhẹ khi tăng tỷ số kích thước 
tấm a/h. 

6. Kết luận 
Bài báo xây dựng cơ sở lý thuyết và thuật toán phân tích ứng xử uốn của tấm chữ nhật vật 

liệu xốp đặt trên nền đàn hồi dưới tác dụng của tải trọng cơ-nhiệt, sử dụng lý thuyết biến dạng cắt 
bậc ba Reddy. Nghiệm giải tích được thiết lập cho tấm liên kết khớp trên chu tuyến cùng chương 
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trình tính viết trên nền Matlab được kiểm chứng, cho thấy đủ độ tin cậy. Các khảo sát số cho thấy 
ảnh hưởng của tham số vật liệu, tải trọng cơ-nhiệt, kích thước hình học và nền đàn hồi lên độ 
võng của tấm. Các kết quả khảo sát số cho thấy: 

- Quy luật phân bố lỗ rỗng không đều đối xứng luôn cho kết quả độ võng nhỏ hơn so với 
hai quy luật phận bố còn lại; 

- Khi tăng nhiệt độ môi trường, tỷ số kích thước tấm b/a hoặc tăng hệ số lỗ rỗng e0, độ võng 
của tấm tăng; 

- Khi tăng độ cứng của nền đàn hồi, độ cứng của kết cấu tấm tăng, độ võng của tấm giảm. 

Các kết quả khảo sát thu được là tài liệu hữu ích cho công tác nghiên cứu, thiết kế, thi công 
và bảo trì các kết cấu tấm làm bằng vật liệu xốp trong môi trường nhiệt. 
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