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MÐ ��U

Gi¡o tr¼nh H¼nh håc tuy¸n t½nh l  t i li»u phöc vö gi£ng d¤y v 
håc tªp håc ph¦n H¼nh håc tuy¸n t½nh. �¥y l  håc ph¦n bt buëc
vîi thíi l÷ñng 5 t½n ch¿ trong ch÷ìng tr¼nh � o t¤o cû nh¥n S÷ ph¤m
To¡n håc theo h÷îng ti¸p cªn CDIO (Conceive - Design - Implement
- Operate). Håc ph¦n bao gçm c¡c ki¸n thùc cì b£n v· h¼nh håc afin,
h¼nh håc Euclid v  h¼nh håc x¤ £nh. C¡c nëi dung tr¼nh b y trong
gi¡o tr¼nh �¢ �÷ñc thº hi»n trong c¡c gi¡o tr¼nh hay s¡ch chuy¶n
kh£o v· h¼nh håc cho c¡c tr÷íng �¤i håc s÷ ph¤m m  chóng ho°c
n¬m trong còng mët cuèn vîi t¶n th÷íng gåi l  h¼nh håc cao c§p 1

. . . ho°c �÷ñc t¡ch ri¶ng th nh hai cuèn: cuèn thù nh§t v· H¼nh håc
afin v  H¼nh håc Euclid 2,. . . v  cuèn thù hai v· H¼nh håc x¤ £nh
3. Tuy nhi¶n, �º phöc vö � o t¤o, håc ph¦n c¦n câ mët t i li»u �¦y
�õ v· c¡c nëi dung tr¶n v  �¡p ùng y¶u c¦u cõa ch÷ìng tr¼nh � o
t¤o. Gi¡o tr¼nh �÷ñc bi¶n so¤n nh¬m phöc vö håc tªp cõa sinh vi¶n
thæng qua h» thèng t½n ch¿ theo ti¸p cªn n«ng lüc ng÷íi håc v  �º
�¡p ùng c¡c chu©n �¦u ra cõa håc ph¦n.

Nëi dung gi¡o tr¼nh gçm 3 ch÷ìng, ph¦n H÷îng d¨n gi£i b i tªp
v  ph¦n Phö löc:

Ch÷ìng 1 tr¼nh b y v· H¼nh håc afin, bao gçm khæng gian afin,
¡nh x¤ afin v  si¶u m°t bªc hai afin.

Ch÷ìng 2 tr¼nh b y v· H¼nh håc Euclid, bao gçm khæng gian

1Nguy¹n Mëng Hy (1999), H¼nh håc cao c§p. Nxb Gi¡o döc, H  Nëi.
2V«n Nh÷ C÷ìng, T¤ M¥n (1988), H¼nh håc afin v  H¼nh håc Euclid. Nxb

�HQG H  Nëi.
3V«n Nh÷ C÷ìng (1999), H¼nh håc x¤ £nh. Nxb Gi¡o döc, H  Nëi.
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vectì Euclid, ¡nh x¤ trüc giao, khæng gian Euclid, ¡nh x¤ �¯ng cü
v  si¶u m°t bªc hai trong khæng gian Euclid.

Ch÷ìng 3 tr¼nh b y v· H¼nh håc x¤ £nh, bao gçm khæng gian x¤
£nh, ¡nh x¤ x¤ £nh v  si¶u m°t bªc hai x¤ £nh.

Ph¦n H÷îng d¨n gi£i b i tªp Ch÷ìng 1, Ch÷ìng 2, Ch÷ìng 3
gióp sinh vi¶n nm bt �÷ñc ph÷ìng ph¡p v  ph÷ìng ph¡p gi£i mët
sè b i tªp gn vîi nëi dung lþ thuy¸t cõa tøng ch÷ìng.

Ph¦n Phö löc cung c§p th¶m c¡c ki¸n thùc v· h¼nh håc cõa c¡c
m°t bªc hai th÷íng g°p trong khæng gian Euclid 3 chi·u.

Trong méi ch÷ìng, c¡c ki¸n thùc �÷ñc tr¼nh b y theo thù tü:
khæng gian h¼nh håc, c¡c ph²p bi¸n �êi cõa khæng gian v  si¶u m°t
bªc hai trong khæng gian. C¡c ki¸n thùc �÷ñc tr¼nh b y chi ti¸t, câ
h» thèng theo �· c÷ìng håc ph¦n. �¦u méi ch÷ìng n¶u rã c¡c möc
ti¶u cö thº m  ng÷íi håc c¦n �¤t �÷ñc. Còng vîi c¡c t½nh ch§t �÷ñc
chùng minh chi ti¸t, mët sè t½nh ch§t y¶u c¦u ng÷íi håc tü kiºm
tra xem nh÷ b i tªp. �º bi¶n so¤n Ch÷ìng 1 v  Ch÷ìng 2, chóng
tæi tham kh£o chõ y¸u tø cuèn H¼nh håc afin v  h¼nh håc Euclid
cõa c¡c t¡c gi£ V«n Nh÷ C÷ìng, T¤ M¥n 1. �º bi¶n so¤n Ch÷ìng
3, chóng tæi tham kh£o chõ y¸u tø cuèn H¼nh håc x¤ £nh cõa t¡c
gi£ V«n Nh÷ C÷ìng 2 v  cuèn H¼nh håc cao c§p cõa t¡c gi£ Nguy¹n
Mëng Hy 3.

M°c d¦u håc ph¦n h¼nh håc tuy¸n t½nh gçm c¡c ki¸n thùc cì sð,
xu§t hi»n tø kh¡ sîm, tuy nhi¶n, b¬ng c¡c ki¸n thùc �â, vîi sü hé
trñ cõa m¡y t½nh, nhi·u v§n �· thíi sü cõa to¡n håc câ thº �÷ñc gi£i
quy¸t. �º minh ho¤ cho �i·u n y, Möc 1.4 d nh cho vi»c giîi thi»u
mët sè k¸t qu£ v· t½nh ch§t cõa h m bªc hai trong khæng gian afin,
�°c bi»t, câ nhúng k¸t qu£ mîi thu �÷ñc trong v i n«m trð l¤i �¥y.
Hy vång r¬ng, sinh vi¶n câ thº ti¸p cªn nghi¶n cùu c¡c v§n �· mîi
tø c¡c ki¸n thùc l¾nh hëi �÷ñc qua håc ph¦n.

1V«n Nh÷ C÷ìng, T¤ M¥n (1988), H¼nh håc afin v  H¼nh håc Euclid. Nxb
�HQG H  Nëi.

2V«n Nh÷ C÷ìng (1999), H¼nh håc x¤ £nh. Nxb Gi¡o döc, H  Nëi.
3Nguy¹n Mëng Hy (1999), H¼nh håc cao c§p. Nxb Gi¡o döc, H  Nëi.
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H¼nh håc tuy¸n t½nh �÷ñc nghi¶n cùu düa tr¶n mèi quan h» vîi
�¤i sè tuy¸n t½nh, do vªy, y¶u c¦u ng÷íi håc c¦n câ c¡c ki¸n thùc
cì sð v· l¾nh vüc n y. M°t kh¡c, �º nm v§n �· d¹ d ng hìn, ng÷íi
håc c¦n câ kh£ n«ng trüc gi¡c thæng qua h¼nh håc tr¶n khæng gian 2
chi·u v  3 chi·u thæng th÷íng. �º cõng cè ki¸n thùc v  gióp tü håc
câ hi»u qu£, mët h» thèng c¥u häi æn tªp v  b i tªp chån låc k±m
theo h÷îng d¨n líi gi£i công �÷ñc �÷a v o trong gi¡o tr¼nh.

Tªp thº t¡c gi£ bi¶n so¤n gi¡o tr¼nh gçm câ: TS. Nguy¹n Duy
B¼nh l  chõ bi¶n, bi¶n so¤n nëi dung Ch÷ìng 3; TS. Nguy¹n Ngåc
B½ch bi¶n so¤n Möc 1.1, 1.2 v  1.3 Ch÷ìng 1; TS. Nguy¹n Húu Quang
bi¶n so¤n Möc 1.4 Ch÷ìng 1 v  Ch÷ìng 2.

Trong qu¡ tr¼nh bi¶n so¤n, c¡c t¡c gi£ �¢ nhªn �÷ñc nhúng þ ki¸n
nhªn x²t v  �âng gâp bê ½ch tø c¡c chuy¶n gia v  �çng nghi»p, �°c
bi»t l  PGS. TS. Nguy¹n Huýnh Ph¡n v  PGS. TS. Nguy¹n Th nh
Quang. C¡c t¡c gi£ xin ch¥n th nh c£m ìn.

Gi¡o tr¼nh �÷ñc bi¶n so¤n sau nhi·u n«m gi£ng d¤y håc ph¦n
H¼nh håc tuy¸n t½nh cho sinh vi¶n ng nh S÷ ph¤m To¡n håc. Tuy
nhi¶n gi¡o tr¼nh khæng thº tr¡nh khäi thi¸u sât. C¡c t¡c gi£ r§t mong
nhªn �÷ñc sü gâp þ cõa ng÷íi �åc.

C¡c t¡c gi£
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CH×ÌNG 1

H�NH HÅC AFIN

Håc xong ch÷ìng n y, sinh vi¶n câ thº:
� Ph¡t biºu �÷ñc kh¡i ni»m khæng gian afin v  mæ t£ kh¡i
ni»m thæng qua c¡c v½ dö. Nhªn bi¸t �÷ñc h» �iºm �ëc lªp,
h» �iºm phö thuëc, möc ti¶u afin trong khæng gian afin. X¡c
�ành �÷ñc �ìn h¼nh, h¼nh hëp trong c¡c mæ t£ cö thº.
� Nhªn bi¸t �÷ñc ¡nh x¤ afin, bi¸n �êi afin. Gi£i th½ch �÷ñc
kh¡i ni»m �h¼nh håc afin�.
� Lªp �÷ñc ph÷ìng tr¼nh cõa ph¯ng; x¡c �ành �÷ñc và tr½ t÷ìng
�èi cõa c¡c ph¯ng.
� Lªp �÷ñc ph÷ìng tr¼nh ph²p bi¸n �êi afin.
� Gi£i �÷ñc mët sè b i to¡n li¶n quan �¸n t½nh ch§t cõa ¡nh
x¤ afin, bi¸n �êi afin.
� Ph¡t biºu �÷ñc kh¡i ni»m si¶u m°t bªc hai v  c¡c kh¡i ni»m
li¶n quan, mæ t£ chóng thæng qua c¡c minh håa.
� X¡c �ành �÷ñc c¡c y¸u tè li¶n quan �¸n �÷íng bªc hai: d¤ng
cõa �÷íng bªc hai, t¥m cõa �÷íng bªc hai; ph÷ìng ti»m cªn
. . .

Möc ti¶u ch÷ìng
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1.1 Khæng gian afin

1.1.1 �ành ngh¾a v  v½ dö

�ành ngh¾a 1.1.1.1. Cho V l  khæng gian vectì tr¶n tr÷íng K

(K = R,C, . . . ), A l  mët tªp hñp kh¡c réng m  c¡c ph¦n tû cõa nâ
�÷ñc gåi l  �iºm v  ¡nh x¤ φ : A×A → V. Kþ hi»u φ(M,N) =

−−→
MN

vîi M,N ∈ A. Bë ba (A, φ,V) �÷ñc gåi l  mët khæng gian afin n¸u
hai ti¶n �· sau thäa m¢n:

i) Vîi méi �iºm M ∈ A, méi vectì v⃗ ∈ V, câ duy nh§t �iºm
N ∈ A sao cho

−−→
MN = v⃗;

ii) Vîi måi ba �iºm M,N,P ∈ A câ
−−→
MN +

−−→
NP =

−−→
MP (h» thùc

Chasles).

Khæng gian afin (A, φ,V) cán �÷ñc gåi l  khæng gian afin A li¶n
k¸t vîi khæng gian vectì V, hay gåi tt l  khæng gian afin A tr¶n
tr÷íng K (ho°c K−khæng gian afin A). Khæng gian vectì li¶n k¸t
V th÷íng �÷ñc kþ hi»u

−→
A.

Khæng gian afin A �÷ñc gåi l  khæng gian n chi·u n¸u dim(V) =

n. Khæng gian afin n chi·u th÷íng �÷ñc kþ hi»u l  An, sè chi·u cõa
khæng gian afin A kþ hi»u l  dim(A).

Khi K l  tr÷íng sè thüc, ta nâi A l  khæng gian afin thüc, khi
K l  tr÷íng sè phùc, ta nâi A l  khæng gian afin phùc.

Trong gi¡o tr¼nh n y, n¸u khæng nâi g¼ th¶m th¼ khæng gian afin
�÷ñc x²t l  khæng gian afin thüc v  câ chi·u húu h¤n.

V½ dö 1.1.1.2. 1) Trong h¼nh håc ð tr÷íng trung håc phê thæng,
chóng ta c¦n ph¥n bi»t khæng gian 3 chi·u thæng th÷íng l  khæng
gian ch¿ gçm c¡c �iºm, kþ hi»u l  E3 v  khæng gian c¡c vectì "tü
do", kþ hi»u l 

−→
E3. Vîi ph²p cëng hai vectì v  ph²p nh¥n méi sè

thüc vîi mët vectì,
−→
E3 l  mët khæng gian vectì 3 chi·u. Khi �â vi»c

"v³" vectì nèi hai �iºm A v  B ch½nh l  ¡nh x¤ li¶n k¸t φ nâi tr¶n.
Ta câ E3 l  khæng gian afin li¶n k¸t vîi khæng gian vectì

−→
E3 v¼ câ

6



thº d¹ d ng kiºm tra ¡nh x¤

φ : E3 × E3 →
−→
E3

(A,B) 7→
−→
AB

thäa m¢n c¡c ti¶n �· trong �ành ngh¾a 1.1.1.1.

2) Cho V l  mët khæng gian vectì, x²t ¡nh x¤

φ : V ×V → V

(u⃗, v⃗) 7→ v⃗ − u⃗
.

Khi �â, φ thäa m¢n c¡c ti¶n �· cõa khæng gian afin n¶n V l  khæng
gian afin li¶n k¸t vîi ch½nh nâ. Ta nâi φ x¡c �ành mët c§u tróc afin
ch½nh tc tr¶n khæng gian vectì V hay V l  khæng gian afin vîi c§u
tróc afin ch½nh tc.

Sau �¥y l  mët sè t½nh ch§t �ìn gi£n suy tø �ành ngh¾a cõa khæng
gian afin.

T½nh ch§t 1.1.1.3. i)
−−→
MM = 0⃗; ∀M ∈ A, trong �â 0⃗ l  vectì khæng

cõa
−→
A.

Thªt vªy, theo Ti¶n �· ii) ta câ:
−−→
MM +

−−→
MM =

−−→
MM , suy ra

−−→
MM = 0⃗.

ii)
−−→
MN = −

−−→
NM ; ∀M,N ∈ A.

Thªt vªy, theo ti¶n �· ii) ta câ
−−→
MN +

−−→
NM =

−−→
MM = 0⃗. Do �â

ta suy ra
−−→
MN = −

−−→
NM .

iii)
−−→
MN =

−→
PQ khi v  ch¿ khi

−−→
MP =

−−→
NQ.

Thªt vªy,
−−→
MN =

−→
PQ ⇐⇒

−−→
MP +

−−→
PN =

−−→
PN +

−−→
NQ ⇐⇒

−−→
MP =

−−→
NQ.

iv)
−−→
MN =

−−→
PN −

−−→
PM ∀M,N,P ∈ A.

Thªt vªy,
−−→
MN =

−−→
MP +

−−→
PN = −

−−→
PM +

−−→
PN =

−−→
PN −

−−→
PM .
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1.1.2 H» �iºm �ëc lªp

�ành ngh¾a 1.1.2.1. H» k + 1 �iºm {M0,M1 . . . ,Mk} (k ≥ 1) cõa
khæng gian afin A �÷ñc gåi l  �ëc lªp afin (hay gåi tt l  �ëc lªp)
n¸u h» vectì {

−−−→
M0M1,

−−−→
M0M2, . . . ,

−−−→
M0Mk} �ëc lªp tuy¸n t½nh trong

khæng gian
−→
A.

H» �iºm khæng �ëc lªp afin �÷ñc gåi l  phö thuëc afin (hay gåi
tt l  phö thuëc).

Quy ÷îc: h» ch¿ gçm mët �iºm luæn �÷ñc xem l  �ëc lªp.

Nhªn x²t 1.1.2.2. i) Trong �ành ngh¾a tr¶n �iºm M0 khæng �âng
vai trá g¼ �°c bi»t so vîi c¡c �iºm Mi kh¡c. Thªt vªy, ta câ thº
chùng minh �÷ñc r¬ng vîi i > 0 n o �â h» c¡c vectì {

−−−→
M0M1,

−−−→
M0M2,

. . . ,
−−−→
M0Mk} �ëc lªp tuy¸n t½nh khi v  ch¿ khi, h» k vectì {

−−−→
MiM0,. . .,−−−→

MiM i−1,
−−−→
MiM i+1, . . . ,

−−−→
MiMk} �ëc lªp tuy¸n t½nh.

ii) H» con cõa h» �iºm �ëc lªp l  h» �iºm �ëc lªp, mët h» �iºm chùa
h» con phö thuëc l  h» �iºm phö thuëc.

�ành lþ 1.1.2.3. Trong khæng gian afin n chi·u An luæn câ nhúng
h» m �iºm �ëc lªp vîi 1 ≤ m ≤ n+ 1, måi h» gçm nhi·u hìn n+ 1

�iºm �·u l  h» phö thuëc.

Chùng minh. Gi£ sû {e⃗i}ni=1 l  mët cì sð n o �â cõa
−→
An. V¼ An

khæng réng n¶n câ M0 ∈ An, khi �â méi i tçn t¤i duy nh§t c¡c �iºm
Mi sao cho

−−−→
M0M i = e⃗i. Theo �ành ngh¾a, h» �iºm {M0,M1, . . . ,Mn}

l  h» gçm n + 1 �iºm �ëc lªp. Khi �â, hiºn nhi¶n h» {M0, M1, . . .,
Mm−1} vîi 1 ≤ m ≤ n+ 1, l  h» gçm m �iºm �ëc lªp.

N¸u h» {N0, N1, . . . , Np} gçm hìn n+1 �iºm th¼ p > n, do �â h»
{
−−→
N0N1, . . . ,

−−→
N0Np} câ nhi·u hìn n vectì n¶n phö thuëc tuy¸n t½nh.

Theo �ành ngh¾a, suy ra h» gçm p + 1 �iºm {N0, N1, . . . , Np} l  h»
�iºm phö thuëc.

1.1.3 Möc ti¶u afin v  tåa �ë afin

a) Möc ti¶u afin
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�ành ngh¾a 1.1.3.1. Cho khæng gian afin n chi·u An li¶n k¸t vîi
khæng gian vectì

−→
An.

Gi£ sû ϵ = {e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n} l  mët cì sð cõa
−→
An v  O l  mët �iºm

thuëc An. Khi �â tªp hñp {O; ϵ} hay {O; e⃗1, . . . , e⃗n} �÷ñc gåi l  möc
ti¶u afin cõa An, O l  �iºm gèc, e⃗i l  vectì cì sð thù i cõa möc ti¶u,
ϵ = {e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n} l  cì sð n·n cõa möc ti¶u.

Nhªn x²t 1.1.3.2. i) Kþ hi»u Ei l  �iºm thäa m¢n
−−→
OEi = e⃗i, khi

�â h» �iºm {O,E1, E2, . . . , En} l  h» �iºm �ëc lªp. Ng÷ñc l¤i mët h»
gçm n+ 1 �iºm �ëc lªp {O,E1, E2, . . . , En} x¡c �ành mët möc ti¶u
afin {O; e⃗1, . . . , e⃗n}. Do �â ta công gåi mët h» câ thù tü gçm n + 1

�iºm �ëc lªp {O;E1, E2, . . . , En} l  mët möc ti¶u afin vîi �iºm gèc
l  O, Ei �÷ñc gåi l  �¿nh thù i cõa möc ti¶u.

ii) Mët möc ti¶u afin ch¿ câ mët cì sð n·n duy nh§t, nh÷ng ng÷ñc
l¤i vîi mët cì sð {e⃗1, . . . , e⃗n} cõa

−→
An câ thº l  n·n cõa nhi·u möc

ti¶u kh¡c nhau trong An.

b) Tåa �ë afin

Trong khæng gian afin n chi·uAn cho möc ti¶u afin {O; e⃗1, . . . , e⃗n}.
Vîi méi �iºm X ∈ An ta câ vectì

−−→
OX ∈

−→
An, v¼ vªy câ duy nh§t bë

n sè thüc x1, x2, . . . , xn sao cho
−−→
OX = x1e⃗1 + . . .+ xne⃗n.

Bë n ph¦n tû (x1, . . . , xn) nh÷ tr¶n �÷ñc gåi l  tåa �ë cõa �iºm X

�èi vîi möc ti¶u �¢ chån, kþ hi»uX(x1, . . . , xn) hayX = (x1, . . . , xn).

Nhªn x²t 1.1.3.3. i) Theo �ành ngh¾a, �èi vîi möc ti¶u afin {O;E1,
. . ., En}, �iºm O câ tåa �ë (0, . . . , 0) v  �iºm Ei câ tåa �ë (0,
. . .,1,. . . , 0) (sè 1 ð và tr½ thù i).

ii) N¸u X = (x1, x2, . . . , xn) v  Y = (y1, y2, . . . , yn) th¼

−−→
XY =

−−→
OY −

−−→
OX = (y1 − x1)e⃗1 + (y2 − x2)e⃗2 + . . .+ (yn − xn)e⃗n.

Vªy vectì
−−→
XY câ tåa �ë �èi vîi cì sð ϵ = {e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n} cõa khæng

gian
−→
An l  (y1 − x1, y2 − x2, . . . , yn − xn).
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iii) Gi£ sû tr¶n An �¢ chån möc ti¶u cè �ành {O; ϵ} vîi ϵ =

{e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n}. X²t ¡nh x¤:

φ : An → Rn

X 7→ (xi)

vîi (xi) l  tåa �ë cõa M �èi vîi möc ti¶u {O; ϵ}. Ta câ φ l  mët
song ¡nh. �nh x¤ n y cho ph²p �çng nh§t méi �iºm cõa An vîi mët
ph¦n tû cõa Rn v  nhí �â sau n y c¡c �èi t÷ñng h¼nh håc s³ �÷ñc
�çng nh§t vîi c¡c �èi t÷ñng �¤i sè.

c) �êi möc ti¶u afin

Trong khæng gian afin n chi·u An cho hai möc ti¶u afin {O; e⃗1,
e⃗2, . . ., e⃗n} (I) v  {O′; e⃗′1, e⃗′2, . . . , e⃗′n} (II). Vîi méi �iºm X ∈ An gåi
(x1, x2, . . . , xn) l  tåa �ë cõaX �èi vîi vîi möc ti¶u (I), (x′1, x′2, ..., x′n)
l  tåa �ë cõa X �èi vîi vîi möc ti¶u (II).

Gi£ sû tåa �ë cõa O′ �èi vîi möc ti¶u (I) l  (a1, a2, . . . , an) v 
e⃗′1 = c11e⃗1 + c21e⃗2 + . . .+ cn1e⃗n

...
e⃗′n = c1ne⃗1 + c2ne⃗2 + . . .+ cnne⃗n

.

Ta t¼m mèi li¶n h» giúa (xi) v  (x′i).

Tø �¯ng thùc
−−→
OX =

−−→
OO′ +

−−→
O′X ta câ

x1e⃗1 + . . .+ xne⃗n = a1e⃗1 + . . .+ ane⃗n + x′1e⃗
′
1 + . . .+ x′ne⃗n

= a1e⃗1 + . . .+ ane⃗n + x′1 (c11e⃗1 + . . .+ cn1e⃗n)

+ . . .+ x′n (c1ne⃗1 + . . .+ cnne⃗n)

= (a1 + x′1c11 + . . .+ x′nc1n)e⃗1 + . . .

+(an + x′1cn1 + . . .+ x′ncnn)e⃗n.

Suy ra 
x1 = c11x

′
1 + c12x

′
2 + . . .+ c1nx

′
n + a1

x2 = c21x
′
1 + c22x

′
2 + . . .+ c2nx

′
n + a2

...
xn = cn1x

′
1 + cn2x

′
2 + . . .+ cnnx

′
n + an

(*)
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Kþ hi»u [x] =

 x1
...
xn

 , [x′] =
 x′1

...
x′n

 , C =

 c11 . . . cn1
... . . . ...
c1n . . . cnn

 (ma

trªn chuyºn tø cì sð {e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n} �¸n cì sð
{
e⃗′1, e⃗′2, . . . , e⃗′n

}
v 

[a] =

 a1
...
an

). Khi �â, (*) câ thº vi¸t d÷îi d¤ng ma trªn nh÷ sau:

[x] = C [x′] + [a]. (**)

C¡c biºu thùc (*) ho°c (**) �÷ñc gåi l  cæng thùc �êi tåa �ë (hay
cæng thùc �êi möc ti¶u tø möc ti¶u (I) sang möc ti¶u (II).

1.1.4 Ph¯ng v  ph÷ìng tr¼nh cõa ph¯ng

a) C¡c ph¯ng trong khæng gian afin

�ành ngh¾a 1.1.4.1. Cho khæng gian afin A li¶n k¸t vîi khæng gian
vectì

−→
A. Gåi I l  mët �iºm cõa A v  −→α l  mët khæng gian vectì

con cõa
−→
A. Khi �â tªp hñp α = {M ∈ A :

−−→
IM ∈ −→α } �÷ñc gåi l 

c¡i ph¯ng (hay gåi tt l  ph¯ng) �i qua I, câ ph÷ìng l  α⃗.

N¸u α⃗ câ sè chi·u b¬ng m th¼ ta nâi α l  ph¯ng m chi·u (hay
m−ph¯ng) v  vi¸t dim(α) = m.

Theo c¡ch gåi thæng th÷íng, 1−ph¯ng l  �÷íng th¯ng, 2−ph¯ng
l  m°t ph¯ng. Ph¯ng (n − 1) chi·u trong khæng gian n chi·u �÷ñc
gåi l  si¶u ph¯ng.

Nhªn x²t 1.1.4.2. i) Khæng gian afin An l  n−ph¯ng cõa nâ, câ
ph÷ìng l 

−→
An.

ii) Méi �iºm l  mët 0−ph¯ng.

iii) N¸u α l  ph¯ng �i qua �iºm I th¼ I ∈ α v  vîi måi M,N ∈ α,
vectì

−−→
MN =

−→
IN −

−−→
IM ∈ −→α .

iv) �iºm I trong �ành ngh¾a cõa ph¯ng α khæng �âng vai trá g¼ �°c
bi»t so vîi c¡c �iºm kh¡c cõa α. Thªt vªy, gi£ sû α l  ph¯ng �i qua
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I câ ph÷ìng −→α v  J l  mët �iºm n o �â cõa α. �i·u �â câ ngh¾a
l 

−→
IJ ∈ −→α . Ta câ M ∈ α khi v  ch¿ khi

−−→
IM ∈ α⃗ hay khi v  ch¿ khi

−−→
IM −

−→
IJ ∈ −→α , tùc l  khi v  ch¿ khi

−−→
JM ∈ −→α . �i·u �â chùng tä

r¬ng �iºm J câ thº �âng vai trá cõa �iºm I.

v) �÷íng th¯ng �÷ñc x¡c �ành bði mët �iºm v  mët vectì ch¿ ph÷ìng
kh¡c 0. M°t ph¯ng �÷ñc x¡c �ành bði mët �iºm v  hai vectì �ëc lªp
tuy¸n t½nh (H¼nh 1.1 v  1.2).

u⃗

I

H¼nh 1.1: �÷íng th¯ng �÷ñc x¡c
�ành bði mët �iºm v  mët vectì ch¿
ph÷ìng.

u⃗

v⃗
I

H¼nh 1.2: M°t ph¯ng �÷ñc x¡c
�ành bði mët �iºm v  mët c°p vectì
ch¿ ph÷ìng.

�ành lþ 1.1.4.3. N¸u α l  m−ph¯ng cõa khæng gian afin A v  câ
ph÷ìng −→α th¼ α l  khæng gian afin m chi·u li¶n k¸t vîi khæng gian
vectì −→α .

Chùng minh. Gi£ sû α l  m-ph¯ng trong khæng gian afin A t÷ìng
ùng vîi bë ba (A, φ,

−→
A) �i qua I v  câ ph÷ìng −→α . Rã r ng α ̸= ∅

v¼ I ∈ α. Vîi måi c°p �iºm M,N ∈ α, theo �ành ngh¾a cõa α th¼
−−→
IM ∈ −→α ,

−→
IN ∈ −→α , suy ra φ(M,N) =

−→
IN −

−−→
IM ∈ −→α . Vªy ta câ thº

x²t ¡nh x¤:
φ|α×α : α× α → −→α

v  ¡nh x¤ n y thäa m¢n hai ti¶n �· i), ii) cõa khæng gian afin. Thªt
vªy, ti¶n �· i) suy ra tø �ành ngh¾a cõa ph¯ng, cán ti¶n �· ii) �óng
v¼ nâ �óng tr¶n to n bë A.

Vªy (α, φ|α×α,
−→α ) l  khæng gian afin hay α l  khæng gian afin

li¶n k¸t vîi khæng gian vectì −→α .

�ành lþ 1.1.4.4. Qua m + 1 �iºm �ëc lªp cõa khæng gian afin A

câ mët v  ch¿ mët m−ph¯ng (m ≥ 0).
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Chùng minh. Gi£ sû M0,M1, . . . ,Mm (m ≥ 1) l  m + 1 �iºm �ëc
lªp cõa khæng gian afin A li¶n k¸t vîi khæng gian vectì

−→
A. Khi �â

h» m vectì

{
−−−→
M0M1,

−−−→
M0M2, . . . ,

−−−→
M0Mm}

cõa
−→
A l  �ëc lªp tuy¸n t½nh. Gåi −→α l  khæng gian vectì con cõa

−→
A

nhªn m vectì �â l m cì sð. Gåi α l  ph¯ng �i qua M0 câ ph÷ìng l 
−→α . V¼

−−−→
M0M i ∈ −→α n¶n Mi ∈ α vîi i = 1, 2, . . . ,m. Vªy α l  ph¯ng

�i qua m+1 �iºm �¢ cho. Sü duy nh§t cõa m−ph¯ng l  hiºn nhi¶n.

Vîi m = 0, hiºn nhi¶n v¼ méi �iºm l  mët 0−ph¯ng

H» qu£ 1.1.4.5. Mët h» gçm m+1 �iºm cõa khæng gian afin A l 
�ëc lªp khi v  ch¿ khi chóng khæng còng thuëc mët (m − 1)−ph¯ng
(m ≥ 1).

b) Và tr½ t÷ìng �èi cõa c¡c ph¯ng

�ành ngh¾a 1.1.4.6. Trong khæng gian afin n chi·uAn cho p−ph¯ng
α v  q−ph¯ng β câ ph÷ìng l¦n l÷ñt l  −→α v 

−→
β . Khi �â:

i) α v  β �÷ñc gåi l  ct nhau n¸u chóng câ �iºm chung;

ii) α �÷ñc gåi l  song song vîi β n¸u −→α ⊂
−→
β ho°c

−→
β ⊂ −→α kþ

hi»u α ∥ β;

iii) α v  β �÷ñc gåi l  ch²o nhau n¸u chóng khæng ct nhau v 
khæng song song vîi nhau;

iv) Giao α ∩ β hiºu theo ngh¾a thæng th÷íng cõa lþ thuy¸t tªp
hñp v  �÷ñc gåi l  giao cõa hai ph¯ng α v  β;

v) Têng α + β l  giao cõa t§t c£ c¡c ph¯ng chùa α v  β, α + β

�÷ñc gåi l  têng cõa hai ph¯ng α v  β.

V½ dö 1.1.4.7. X²t trong khæng gian 3 chi·u thæng th÷íng E3. Ta
câ:

1) Hai �÷íng th¯ng �ct nhau theo ngh¾a ð h¼nh håc phê thæng�
l  hai 1−ph¯ng ct nhau t¤i mët �iºm (0−ph¯ng). Têng cõa chóng
l  m°t ph¯ng duy nh§t x¡c �ành bði hai �÷íng th¯ng �â.
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2) Hai m°t ph¯ng �ct nhau theo ngh¾a ð h¼nh håc phê thæng� l 
hai 2-ph¯ng ct nhau theo mët �÷íng th¯ng (1−ph¯ng). Têng cõa
chóng ch½nh l  E3.

3) Hai �÷íng th¯ng "song song theo ngh¾a ð h¼nh håc phê thæng"
l  hai 1−ph¯ng song song. Têng cõa chóng ch½nh l  m°t ph¯ng chùa
hai �÷íng th¯ng �â.

4) T÷ìng tü, hai m°t ph¯ng "song song theo ngh¾a ð h¼nh håc
phê thæng" l  hai 2−ph¯ng song song. Hai �÷íng th¯ng "ch²o nhau
theo ngh¾a ð h¼nh håc phê thæng" l  hai 1−ph¯ng ch²o nhau. Têng
cõa chóng ch½nh l  E3.

H¼nh 1.3: d ∥ α; β v  γ ch²o nhau

�ành lþ 1.1.4.8. Giao cõa hai ph¯ng α v  β ho°c l  tªp réng ho°c
l  ph¯ng câ ph÷ìng −→α ∩

−→
β .

Chùng minh. N¸u α ∩ β ̸= ∅ th¼ chóng câ ½t nh§t mët �iºm chung
I. Gåi γ l  ph¯ng �i qua I câ ph÷ìng −→γ = −→α ∩

−→
β . Ta câ

M ∈ γ ⇔
−−→
IM ∈ −→γ = −→α ∩

−→
β

⇔
−−→
IM ∈ −→α ,

−−→
IM ∈

−→
β

⇔ M ∈ α,M ∈ β

⇔ M ∈ α ∩ β.

Nh÷ vªy α ∩ β l  ph¯ng câ ph÷ìng −→α ∩
−→
β .

H» qu£ 1.1.4.9. N¸u hai ph¯ng α v  β song song vîi nhau th¼ ho°c
chóng khæng câ �iºm chung ho°c chóng chùa nhau.
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Chùng minh. Thªt vªy, n¸u α ∥ β th¼ −→α ⊂
−→
β (ho°c

−→
β ⊂ −→α ). Gi£

sû α ∩ β ̸= ∅ ta câ α ∩ β l  c¡i ph¯ng câ ph÷ìng −→α ∩
−→
β = −→α (ho°c

−→α ∩
−→
β =

−→
β ). Suy ra α ∩ β = α (ho°c α ∩ β = β) hay α ⊂ β (ho°c

β ⊂ α).

�ành lþ 1.1.4.10. Cho c¡c ph¯ng α v  β. Khi �â α ∩ β ̸= ∅ khi v 
ch¿ khi vîi måi �iºm P ∈ α v  måi �iºm Q ∈ β ta câ

−→
PQ ∈ −→α +

−→
β .

Chùng minh. Gi£ sû α∩β ̸= ∅ v  P ∈ α,Q ∈ β. L§y �iºmM ∈ α∩β.
Khi �â

−−→
PM ∈ −→α v 

−−→
MQ ∈

−→
β , n¶n

−→
PQ =

−−→
PM +

−−→
MQ ∈ −→α +

−→
β .

Ng÷ñc l¤i, gi£ sû P ∈ α v  Q ∈ β, ta câ
−→
PQ ∈ −→α +

−→
β , do �â

−→
PQ = u⃗ + v⃗, vîi u⃗ ∈ −→α , v⃗ ∈

−→
β . Khi �â tçn t¤i M ∈ α,N ∈ β

sao cho
−−→
PM = u⃗,

−−→
QN = −v⃗. Ta câ

−−→
PM =

−→
PQ +

−−→
QN +

−−→
NM . Suy

ra u⃗ = u⃗ + v⃗ − v⃗ +
−−→
NM . Dâ �â

−−→
NM = 0⃗. Vªy M ≡ N , tø �â

α ∩ β ̸= ∅.

�ành lþ 1.1.4.11 (�ành lþ v· sè chi·u cõa giao v  têng hai c¡i
ph¯ng). Trong khæng gian afin n chi·uAn cho p−ph¯ng α v  q−ph¯ng
β câ ph÷ìng l¦n l÷ñt l  −→α v 

−→
β .

i) N¸u α v  β ct nhau th¼

dim(α + β) = dimα + dim β − dim(α ∩ β).

ii) N¸u α v  β khæng ct nhau th¼

dim(α + β) = dimα + dim β − dim(−→α ∩
−→
β ) + 1.

Chùng minh. N¸u α v  β ct nhau v  gi£ sû I ∈ α∩β. Khi �â ph¯ng
qua I câ ph÷ìng −→α +

−→
β l  ph¯ng b² nh§t chùa ph¯ng α v  ph¯ng

β, tùc l  ph¯ng α + β. Ta câ

dim(α + β) = dim(−→α +
−→
β ) = dim−→α + dim

−→
β − dim(−→α ∩

−→
β )

= dimα + dimβ − dim(α ∩ β).

N¸u α v  β khæng ct nhau th¼ câ P ∈ α v  Q ∈ β sao cho
−→
PQ /∈

−→α +
−→
β (theo �ành lþ 1.1.4.10). Gåi −→γ l  khæng gian con 1 chi·u

sinh bði
−→
PQ v  I l  mët �iºm thuëc α. X²t ph¯ng qua I câ ph÷ìng
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l  khæng gian (−→α +
−→
β )⊕−→γ , �â l  ph¯ng nhä nh§t chùa α v  β, do

�â ch½nh l  α + β. Ta câ

dim(α + β) = dim((−→α +
−→
β )⊕−→γ )

= dim(−→α +
−→
β ) + 1

= dim−→α + dim
−→
β − dim(−→α ∩

−→
β ) + 1

= dimα + dimβ − dim(−→α ∩
−→
β ) + 1.

V½ dö 1.1.4.12. 1) Tø cæng thùc v· sè chi·u suy ra têng cõa mët
�iºm v  mët �÷íng th¯ng khæng chùa nâ l  mët m°t ph¯ng, têng
cõa hai �÷íng th¯ng ct nhau l  mët m°t ph¯ng.

2) Trong khæng gian 3 chi·u, x²t α v  β l  hai �÷íng th¯ng ch²o
nhau. �p döng cæng thùc trong �ành lþ tr¶n, ta câ dim(α+ β) = 3.
Do �â α + β l  to n bë khæng gian.

�ành lþ 1.1.4.13. Trong khæng gian afin n chi·u An cho si¶u ph¯ng
α v  m−ph¯ng β (1 ≤ m ≤ n− 1). Khi �â ho°c β song song vîi α,
ho°c β ct α theo mët (m− 1)−ph¯ng.

Chùng minh. - N¸u α v  β ct nhau th¼ câ thº x£y ra hai tr÷íng
hñp:

+ Tr÷íng hñp 1: β ⊂ α, khi �â α v  β song song vîi nhau.

+ Tr÷íng hñp 2: β ̸⊂ α, khi �â α+ β = An. �p döng cæng thùc
cõa �ành lþ v· sè chi·u cõa giao v  têng c¡c ph¯ng (�ành lþ 1.1.4.11)
ta câ

dim(α + β) = dimα + dim β − dim(α ∩ β),

hay n = n− 1 +m− dim(α ∩ β).

Suy ra dim(α ∩ β) = m − 1. Vªy α v  β ct nhau theo mët
(m− 1)−ph¯ng.

- N¸u α v  β khæng ct nhau, công ¡p döng �ành lþ 1.1.4.11, ta câ:

dim(α + β) = dimα + dim β − dim(−→α ∩
−→
β ) + 1,
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hay n = n− 1 +m− dim(−→α ∩
−→
β ) + 1.

Suy ra dim(−→α ∩
−→
β ) = m = dim

−→
β . Tùc l 

−→
β ⊂ −→α .

Vªy ta câ β v  α song song vîi nhau. �ành lþ �÷ñc chùng minh.

c) Ph÷ìng tr¼nh tham sè cõa ph¯ng

Trong khæng gian afin n chi·u An vîi möc ti¶u afin {O; ϵ}, vîi
ϵ = {e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n}, cho m−ph¯ng α �i qua �iºm I v  câ ph÷ìng
−→α (0 < m < n).

Chån m vectì �ëc lªp tuy¸n t½nh trong −→α : a⃗1, a⃗2, . . . a⃗m, khi �â
{a⃗1,−→a 2, . . . , a⃗m} l  mët cì sð cõa −→α . Gi£ sû tåa �ë �iºm I �èi vîi
möc ti¶u {O; ϵ} l  (b1, b2, . . . , bn), tåa �ë vectì a⃗i �èi vîi cì sð ϵ l 
(ai1, ai2, . . . , ain).

Gi£ sû X ∈ An v  tåa �ë cõa X �èi vîi möc ti¶u �¢ cho l 
(x1, x2, . . . , xn) . Ta câ

X ∈ α ⇔
−→
IX ∈ −→α ⇔

−→
IX = t1a⃗1 + t2a⃗2 + . . .+ tma⃗m

trong �â t1, t2, . . . , tm ∈ R.

Tùc l 

n∑
i=1

(xi − bi) e⃗i =
m∑
j=1

tj

n∑
i=1

ajie⃗i =
n∑

i=1

(
m∑
j=1

ajitj

)
e⃗i.

Vªy ta câ

xi =
m∑
j=1

ajitj + bi, i = 1, 2, . . . , n. (1.1)

H» ph÷ìng tr¼nh (1.1) �÷ñc vi¸t d÷îi d¤ng t÷íng minh
x1 = a11t1 + a21t2 + . . .+ am1tm + b1,
x2 = a12t1 + a22t2 + . . .+ am2tm + b2,

...
xn = a1nt1 + a2nt2 + . . .+ amntm + bn.

(1.2)
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hay vi¸t d÷îi d¤ng ma trªn

[x] = t1 [⃗a1] + t2 [⃗a2] + . . .+ tm [⃗an] + [b], (1.3)

trong �â [x], [b] l¦n l÷ñt l  ma trªn tåa �ë cët cõa c¡c �iºm X, I v 
[⃗ai] l  ma trªn tåa �ë cët cõa vectì a⃗i.

H» ph÷ìng tr¼nh (1.1) (hay (1.2), (1.3)) �÷ñc gåi l  ph÷ìng tr¼nh
tham sè cõa m−ph¯ng α, c¡c ph¦n tû ti, i = 1, 2, . . . ,m �÷ñc gåi l 
c¡c tham sè.

Vîi m = 1 ta câ ph÷ìng tr¼nh tham sè cõa mët �÷íng th¯ng α
trong khæng gian afin n chi·u l 

x1 = a1t+ b1,
x2 = a2t+ b2,

...
xn = ant+ bn.

trong �â t l  tham sè, c¡c ph¦n tû a1, a2, . . . , an khæng �çng thíi b¬ng
0 l  c¡c th nh ph¦n tåa �ë cõa vectì ch¿ ph÷ìng cõa α, (b1, b2, . . . , bn)
l  tåa �ë cõa �iºm I cho tr÷îc thuëc α cán (x1, x2, . . . , xn) l  tåa �ë
cõa �iºm tòy þ X ∈ α.

d) Ph÷ìng tr¼nh têng qu¡t cõa ph¯ng

Trong khæng gian afin n chi·u An vîi möc ti¶u cho tr÷îc, cho
m-ph¯ng α v  gi£ sû α câ ph÷ìng tr¼nh tham sè d¤ng (1.1)

xi =
m∑
j=1

ajitj + bi, i = 1, 2, . . . , n,

trong �â A = [aij] câ h¤ng b¬ng m. N¸u xem ph÷ìng tr¼nh tham
sè cõa α l  mët h» gçm n ph÷ìng tr¼nh �èi vîi m ©n t1, t2, . . . , tm
cán c¡c xi, i = 1, 2, . . . , n l  c¡c h¬ng sè th¼ tø �i·u ki»n A = [aij]

câ h¤ng l  m ta câ thº chån trong n ph÷ìng tr¼nh cõa h» mët h»
con gçm m ph÷ìng tr¼nh �ëc lªp (câ �ành thùc cõa ma trªn h» sè
cõa ©n kh¡c 0). Khæng m§t t½nh têng qu¡t, gi£ sû �â l  h» gçm m
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ph÷ìng tr¼nh �¦u. Gi£i h» m ph÷ìng tr¼nh �â (h» Cramer) ta t¼m
�÷ñc c¡c nghi»m t1, t2, . . . , tm v  chóng biºu thà mët c¡ch duy nh§t
d÷îi d¤ng h m bªc nh§t cõa x1, x2, . . . , xm. Thay m gi¡ trà n y cõa
c¡c ti v o n−m ph÷ìng tr¼nh cán l¤i cõa h» ta thu �÷ñc h» ph÷ìng
tr¼nh d¤ng

n∑
j=1

cijxj + ci = 0, i = 1, 2, . . . , n−m. (1.4)

Ma trªn h» sè cõa h» ph÷ìng tr¼nh (1.4) câ h¤ng n −m v¼ câ �ành
thùc con c§p n−m ùng vîi c¡c ©n xm+1, xm+2, . . . , xn l ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1.

Ta gåi h» ph÷ìng tr¼nh d¤ng (1.4) l  ph÷ìng tr¼nh têng qu¡t cõa
m−ph¯ng α. �¥y l  h» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh gçm n−m ph÷ìng
tr¼nh �ëc lªp.

Ng÷ñc l¤i, câ thº th§y r¬ng méi h» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh gçm
n − m ph÷ìng tr¼nh �ëc lªp cõa c¡c bi¸n x1, x2, . . . , xn l  ph÷ìng
tr¼nh têng qu¡t cõa mëtm−ph¯ng n o �â trong khæng gianAn (vi»c
chùng minh �i·u n y xem nh÷ mët b i tªp).

Nhªn x²t 1.1.4.14. Ph÷ìng tr¼nh têng qu¡t cõa mët si¶u ph¯ng
trong An (ùng vîi m = n − 1) �èi vîi mët möc ti¶u afin cho tr÷îc
câ d¤ng

a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn + b = 0,

trong �â c¡c ph¦n tû ai ∈ R khæng �çng thíi b¬ng 0.

Nh÷ vªy tø ph÷ìng tr¼nh têng qu¡t cõa m−ph¯ng, ta câ thº xem
mët m−ph¯ng l  giao cõa n−m si¶u ph¯ng (�ëc lªp) n o �â.

V½ dö 1.1.4.15. Trong A4 vîi möc ti¶u cho tr÷îc, cho c¡c �iºm

M(1, 2, 1, 3), N(0, 2, 2, 2), P (2, 3, 1,−2).
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Lªp ph÷ìng tr¼nh tham sè v  ph÷ìng tr¼nh têng qu¡t cõa ph¯ng b²
nh§t �i qua M,N,P.

Líi gi£i: Ba �iºm M,N,P l  �ëc lªp n¶n ph¯ng b² nh§t chùa
chóng l  m°t ph¯ng �i qua M v  câ c¡c vectì ch¿ ph÷ìng

−−→
MN =

(−1, 0, 1,−1),
−−→
MP = (1, 1, 0,−5). Ph÷ìng tr¼nh tham sè cõa m°t

ph¯ng (MNP ) l 
x1 = 1− t1 + t2

x2 = 2 + t2

x3 = 1 + t1

x4 = 3− t1 − 5t2

t1, t2 ∈ R.

Rót t1, t2 tø ph÷ìng tr¼nh thù hai v  thù ba ta câ t1 = x3 − 1, t2 =

x2−2. Thay v o ph÷ìng tr¼nh thù nh§t v  ph÷ìng tr¼nh thù t÷, sau
khi bi¸n �êi ta câ ph÷ìng tr¼nh têng qu¡t cõa m°t ph¯ng (MNP ) :{

x1 − x2 + x3 = 0
5x2 + x3 + x4 − 14 = 0

.

1.1.5 T¥m t� cü

�ành lþ 1.1.5.1. Cho k �iºm P1, P2, . . . , Pk cõa khæng gian afin A

v  k sè λ1, λ2, . . . , λk thuëc tr÷íng R sao cho
∑k

i=1 λi ̸= 0. Khi �â
câ duy nh§t �iºm G sao cho

∑k
i=1 λi

−−→
GPi = 0⃗.

Chùng minh. L§y �iºm O tòy þ cõa A ta câ
k∑

i=1

λi
−−→
GPi = 0⃗ ⇔

k∑
i=1

λi(
−−→
OPi −

−→
OG) = 0⃗

⇔
k∑

i=1

λi
−−→
OPi = (

k∑
i=1

λi)
−→
OG,

tùc
−→
OG =

1∑k
i=1 λi

k∑
i=1

λi
−−→
OPi .

Vªy �iºm G l  x¡c �ành v  duy nh§t tø �i·u ki»u tr¶n.
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�iºm G nâi trong �ành lþ tr¶n �÷ñc gåi l  t¥m t� cü cõa h» �iºm
P1, P2, . . . , Pk gn vîi hå h» sè λ1, λ2, . . . , λk.

Chó þ: C¡c t¥m t� cü cõa còng mët h» �iºm P1, P2, . . . , Pk gn vîi
hai hå h» sè t� l»: λ1, λ2, . . . , λk v  tλ1, tλ2, . . . , tλk (t ̸= 0) l  tròng
nhau.

Trong tr÷íng hñp c¡c h» sè λi b¬ng nhau, t¥m t� cü G cõa h»
�iºm P1, P2, . . . , Pk �÷ñc gåi l  trång t¥m cõa h» �iºm. Theo chó þ
tr¶n, trång t¥m cõa h» �iºm l  t¥m t� cü gn vîi hå h» sè 1, 1, . . . , 1.

Nâi ri¶ng,

+ G l  trång t¥m cõa h» hai �iºm A,B n¸u
−→
GA+

−−→
GB = 0⃗,

+ G l  trång t¥m cõa h» ba �iºm A,B,C n¸u
−→
GA+

−−→
GB+

−→
GC = 0⃗.

Nhªn x²t 1.1.5.2. Tø ph²p chùng minh �ành lþ tr¶n, n¸u chån O
l  gèc möc ti¶u tåa �ë, ta câ tåa �ë cõa t¥m t¿ cü �÷ñc t½nh qua tåa
�ë cõa h» �iºm nh÷ sau:

[G] =
1∑k
i=1 λi

k∑
i=1

λi[Pi] .

�°c bi»t, khi G l  trång t¥m cõa h» �iºm, ta câ

[G] =
1

k

k∑
i=1

[Pi].

�ành lþ 1.1.5.3. Cho h» �iºm P0, P1, . . . , Pm trong khæng gian afin
A. Khi �â tªp c¡c t¥m t¿ cü cõa h» �iºm (gn vîi c¡c hå h» sè kh¡c
nhau) l  ph¯ng b² nh§t chùa c¡c �iºm n y.

Chùng minh. Gåi α l  ph¯ng b² nh§t chùa c¡c �iºm P0, P1, . . . , Pm.
Khi �â c¡c vectì

−−→
P0P 1,

−−→
P0P 2, . . . ,

−−→
P0Pm thuëc ph÷ìng cõa α. Gi£ sû

−−→
P0P 1,

−−→
P0P 2, . . . ,

−−→
P0P s, s ≤ m l  h» vectì �ëc lªp tuy¸n t½nh tèi �¤i

tø h» tr¶n. Ta câ s = dim(α).

Gi£ sû G l  �iºm b§t ký thuëc α, v¼
−−→
P0G thuëc ph÷ìng cõa α

n¶n
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−−→
P0G =

s∑
i=1

λi
−−→
P0P i =

s∑
i=1

λi

(−→
GP i −

−→
GP 0

)
⇔
(
1−

s∑
i=1

λi

)
−→
GP 0 +

s∑
i=1

λi
−→
GP i = 0⃗.

�i·u n y chùng tä G l  t¥m t¿ cü cõa h» �iºm �¢ cho gn vîi hå h»
sè

(1−
s∑

i=1

λi), λ1, . . . , λs, 0, . . . , 0.

Ng÷ñc l¤i, n¸u G l  t¥m t¿ cü cõa hå �iºm �¢ cho gn vîi hå h» sè
λ0, λ1, . . . , λm, th¼

m∑
i=0

λi
−→
GP i = 0⃗ ⇔

m∑
i=0

λi

(−→
GP 0 +

−−→
P0P i

)
= 0⃗

⇔
−−→
P0G = − 1∑m

i=0 λi

m∑
i=0

λi
−−→
P0P i.

Suy ra
−−→
P0G thuëc ph÷ìng cõa α, do �â G thuëc α.

Khi x²t h» �iºm l  �ëc lªp, tø �ành lþ tr¶n ta câ

H» qu£ 1.1.5.4. Gi£ sû α l  m−ph¯ng �i qua m+ 1 �iºm �ëc lªp
P0, P1, . . . , Pm. Khi �â α ch½nh l  tªp hñp c¡c t¥m t� cü cõa h» �iºm
�â (gn vîi c¡c hå h» sè kh¡c nhau).

�ành lþ 1.1.5.5. Gi£ sû α l  m−ph¯ng �i qua m+ 1 �iºm �ëc lªp
P0, P1, . . . , Pm v  O l  mët �iºm tòy þ. Khi �â �i·u ki»n c¦n v  �õ
�º �iºm M thuëc α l 

−−→
OM =

∑m
i=0 λi

−→
OP i, trong �â

∑m
i=0 λi = 1.

Chùng minh. �iºm M ∈ α khi v  ch¿ khi M l  t¥m t¿ cü cõa hå
�iºm P0, P1, . . . , Pm gn vîi hå h» sè λ′0, λ′1, . . . , λ′m, ta câ

m∑
i=0

λ′i
−−→
MP i = 0⃗ ⇔

m∑
i=0

λ′i

(−→
OP i −

−−→
OM

)
=

−→
0

⇔

(
m∑
i=0

λ′i

)
−−→
OM =

m∑
i=0

λ′i
−→
OP i

⇔
−−→
OM =

m∑
i=0

λi
−→
OP i,
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trong �â λi =
λ′i∑m
i=0 λ

′i
, câ

∑m
i=0 λi = 1.

1.1.6 T� sè �ìn, tªp lçi, �ìn h¼nh, h¼nh hëp

a) T� sè �ìn

Cho P v  Q l  hai �iºm ph¥n bi»t trong khæng gian afin A. �iºm
M thuëc �÷íng th¯ng d �i qua P v  Q, �çng thíi M ̸= Q khi v 
ch¿ khi câ sè thüc k ̸= 0 �º

−−→
MP = k

−−→
MQ. Khi �â k �÷ñc gåi l  t¿

sè �ìn cõa h» ba �iºm M , P , Q th¯ng h ng l§y theo thù tü �â. Kþ
hi»u k = (MPQ).

+ Khi k = −1, ta gåi M l  trung �iºm cõa c°p �iºm P v  Q.

+ Cho hai �iºm ph¥n bi»t P , Q. Tªp hñp c¡c �iºm thuëc �÷íng
th¯ng PQ gçm hai �iºm P , Q v  c¡c �iºmM sao cho k = (MPQ) <

0 �÷ñc gåi l  �o¤n th¯ng PQ. Hai �iºm P , Q �÷ñc gåi l  c¡c �¦u
mót cõa �o¤n th¯ng.

�ành lþ 1.1.6.1. Cho hai �iºm ph¥n bi»t A,B trong khæng gian
afin A, M l  mët �iºm trong A. Th¸ th¼ M thuëc �o¤n th¯ng AB
khi v  ch¿ khi vîi �iºm O tòy þ trong A, tçn t¤i sè thüc λ, 0 ≤ λ ≤ 1

sao cho
−−→
OM = (1− λ)

−→
OA+ λ

−−→
OB.

Chùng minh. Gi£ sû �iºm M thuëc �o¤n th¯ng (do �â thuëc �÷íng
th¯ng) AB v  O l  �iºm tòy þ trong khæng gian, theo �ành lþ 1.1.5.5
tçn t¤i c¡c sè thüc λ1, λ2, λ1 + λ2 = 1 sao cho

−−→
OM = λ1

−→
OA+ λ2

−−→
OB

⇔
−→
OA+

−−→
AM = λ1

−→
OA+ λ2(

−→
OA+

−→
AB)

⇔
−−→
AM = λ2

−→
AB = λ2(

−−→
AM −

−−→
BM)

⇔ (λ2 − 1)
−−→
AM = λ2

−−→
BM.

N¸u M l  �iºm kh¡c A v  B, khi �â λ2 ̸= 0, 1, tø �¯ng thùc tr¶n

suy ra (ABM) =
λ2

λ2 − 1
. V¼ (ABM) < 0 suy ra 0 < λ2 < 1. Do �â
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n¸u �°t λ2 = λ, ta câ
−−→
OM = (1− λ)

−→
OA+ λ

−−→
OB, 0 < λ < 1.

Kº c£ khi M l  c¡c �iºm mót A,B cõa �o¤n th¯ng, ta câ
−−→
OM = (1− λ)

−→
OA+ λ

−−→
OB, 0 ≤ λ ≤ 1.

Ng÷ñc l¤i, gi£ sû vîi �iºm O tòy þ trong khæng gian, tçn t¤i sè
thüc λ, 0 ≤ λ ≤ 1 sao cho

−−→
OM = (1− λ)

−→
OA+ λ

−−→
OB.

N¸u λ = 0 th¼ M tròng vîi �iºm A v  n¸u λ = 1 th¼ M tròng
vîi �iºm B.

N¸u 0 < λ < 1, ta câ
−−→
OM = (1 − λ)

−→
OA + λ

−−→
OB ⇔

−−→
OM =

(1 − λ)(
−−→
OM +

−−→
MA) + λ(

−−→
OM +

−−→
MB) ⇔ (1 − λ)

−−→
MA + λ

−−→
MB = 0⃗

−−→
MA =

λ

λ− 1

−−→
MB. Do �â (ABM) =

λ

λ− 1
< 0. Vªy M thuëc �o¤n

th¯ng AB (kh¡c A v  B). □

b) Tªp lçi

Tªp X trong khæng gian afin A �÷ñc gåi l  tªp lçi n¸u vîi måi
�iºm P , Q thuëc X th¼ �o¤n th¯ng PQ n¬m ho n to n trong X.

D¹ th§y giao cõa mët hå khæng réng c¡c tªp lçi l  mët tªp lçi.
Tø �¥y ta câ �ành ngh¾a bao lçi cõa mët tªp X ⊂ A l  giao cõa t§t
c£ c¡c tªp lçi chùa X, tùc l  tªp lçi b² nh§t chùa X.

V½ dö 1.1.6.2. 1) Méi m−ph¯ng α trong khæng gian afin A l  tªp
lçi v¼ n¸u P , Q l  hai �iºm ph¥n bi»t thuëc α th¼ to n bë �÷íng
th¯ng PQ thuëc α, do �â �o¤n th¯ng PQ n¬m ho n to n trong α.

2) Gåi α l  si¶u ph¯ng trong khæng gian afin A. Ta chia tªp A\α
th nh hai tªp b¬ng c¡ch nh÷ sau:

L§y �iºm O ∈ A \α. Tªp X gçm nhúng �iºm M m  �o¤n th¯ng
OM khæng câ �iºm chung vîi α. Tªp Y gçm nhúng �iºm M m 
�o¤n th¯ng OM câ �iºm chung vîi α. Khi �â X v  Y �÷ñc gåi l 
c¡c nûa khæng gian mð. C¡c tªp X ∪ α, Y ∪ α �÷ñc gåi l  c¡c nûa
khæng gian �âng cõa khæng gian afin A.
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Ta câ nûa khæng gian mð v  nûa khæng gian �âng l  c¡c tªp lçi.

c) �ìn h¼nh m chi·u

�ành ngh¾a 1.1.6.3. Trong khæng gian afin n chi·u An cho m+ 1

�iºm �ëc lªp P0, P1, . . . , Pm. L§y O ∈ An, khi �â tªp

S =

{
M ∈ An :

−−→
OM =

m∑
i=0

λi
−→
OP i,

m∑
i=0

λi = 1, λi ≥ 0, i = 1, . . . ,m

}

�÷ñc gåi l  mët �ìn h¼nh m chi·u hay m−�ìn h¼nh vîi c¡c �¿nh
P0, P1, . . . , Pm v  kþ hi»u l  S(P0, P1, . . . , Pm).

Tø �ành ngh¾a ta câ 0−�ìn h¼nh l  �iºm, 1−�ìn h¼nh l  �o¤n
th¯ng. Theo c¡ch gåi thæng th÷íng 2−�ìn h¼nh l  h¼nh tam gi¡c,
3−�ìn h¼nh l  h¼nh tù di»n.

Nhªn x²t 1.1.6.4. N¸u x²t O l  gèc cõa möc ti¶u tåa �ë, tø �ành
ngh¾a tr¶n, ta câ �ìn h¼nh vîi c¡c �¿nh P0, P1, . . . , Pm l  tªp

S =

{
M ∈ An : [M ] =

m∑
i=0

λi[Pi],
m∑
i=0

λi = 1, λi ≥ 0, i = 1, . . . ,m

}
.

Tø mët h» con k + 1 �iºm cõa h» �iºm �ëc lªp P0, P1, . . . , Pm ta câ
�ìn h¼nh k chi·u nhªn chóng l m c¡c �¿nh, ta gåi k−�ìn h¼nh n y
l  mët bi¶n k chi·u cõa �ìn h¼nh S(P0, P1, . . . , Pm) v  bi¶n lªp n¶n
tø m − k �¿nh cán l¤i cõa �ìn h¼nh S(P0, P1, . . . , Pm) �÷ñc gåi l 
bi¶n �èi di»n cõa nâ.

�ành lþ 1.1.6.5. Méi �ìn h¼nh l  mët tªp lçi b² nh§t chùa c¡c �¿nh
cõa �ìn h¼nh.

Chùng minh. Gi£ sû S (P0, P1, . . . , Pm) l  �ìn h¼nh chùa c¡c �¿nh
P0, P1, . . . , Pm v  M,N l  hai �iºm b§t ký thuëc �ìn h¼nh,

−−→
OM =

∑m
i=0 λi

−→
OP i,

∑m
i=0 λi = 1, λi ≥ 0,∀i,
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−−→
ON =

∑m
i=0 µi

−→
OP i,

∑m
i=0 µi = 1, µi ≥ 0,∀i.

�iºm X thuëc �o¤n th¯ng MN khi v  ch¿ khi

−−→
OX = (1− t)

−−→
OM + t

−−→
ON, 0 ≤ t ≤ 1

= (1− t)
m∑
i=0

λi
−→
OP i + t

m∑
i=0

µi

−→
OP i

=
m∑
i=0

[(1− t)λi + tµi]
−→
OP i.

Ta câ
∑m

i=0[(1 − t)λi + tµi] = 1 v  (1 − t)λi + tµi ≥ 0,∀i. Do �â
X ∈ S (P0, P1, . . . , Pm). Vªy S (P0, P1, . . . , Pm) l  mët tªp lçi.

Ti¸p theo, ta chùng tä S (P0, P1, . . . , Pm) chùa trong tªp lçi b§t
ký chùa c¡c �¿nh P0, P1, . . . , Pm. Gi£ sû S ′ l  tªp lçi chùa c¡c �¿nh
P0, P1, . . . , Pm. B¬ng qui n¤p, ta chùng minh

S (P0, P1, . . . , Pm) ⊂ S ′.

Tr÷îc ti¶n, �o¤n th¯ng (1−�ìn h¼nh) S (P0, P1) ⊂ S ′. Gi£ sû
S (P0, P1, . . . , Pk) ⊂ S ′ v  M ∈ S (P0, P1, . . . , Pk+1) . Khi �â

−−→
OM =

k+1∑
i=0

λi
−→
OP i,

k+1∑
i=0

λi = 1, λi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , k + 1.

N¸u
∑k

i=0 λi = 0 th¼ λk+1 = 1 v  M ≡ Pk+1 ∈ S ′. N¸u
∑k

i=0 λi =

λ ̸= 0, ta câ thº vi¸t

−−→
OM = λ

k∑
i=0

λi
λ

−→
OP i + λk+1

−→
OP k+1.

�°t
−−→
ON =

∑k
i=0

λi
λ

−→
OP i ⇒ N ∈ S (P0, P1, . . . , Pk) ⊂ S ′.

−−→
OM = λ

−−→
ON + λk+1

−→
OP k+1 vîi λ + λk+1 = 1 v  λ, λk+1 ≥ 0. V¼

N,Pk+1 ∈ S ′ v  S ′ lçi, suy raM ∈ S ′. Vªy S (P0, P1, . . . , Pk+1) ⊂ S ′.
�°c bi»t, S (P0, P1, . . . , Pm) ⊂ S ′.
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d) H¼nh hëp m chi·u

�ành ngh¾a 1.1.6.6. Trong khæng gian afin n chi·u An cho m+ 1

�iºm �ëc lªp P0, P1, . . . , Pm. Tªp hñp nhúng �iºm M trong An sao
cho

−−→
P0M =

m∑
i=0

λi
−−→
P0P i vîi 0 ≤ λi ≤ 1.

�÷ñc gåi l  h¼nh hëp m chi·u hay gåi tt l  m−hëp, kþ hi»u H(P0,
P1, . . ., Pm).

Tø �ành ngh¾a, 1−hëp l  �o¤n th¯ng. Theo c¡ch gåi thæng th÷íng
2−hëp l  h¼nh b¼nh h nh, 3−hëp l  h¼nh hëp.

�ành lþ 1.1.6.7. H¼nh hëp m chi·u l  mët tªp lçi.

Chùng minh. Gi£ sû câ m−hëp H (P0, P1, . . . , Pm) v  M,N l  hai
�iºm tòy þ thuëc m−hëp �â. Ta câ:

−−→
P0M =

m∑
i=1

λi
−−→
P0P i, vîi 0 ≤ λi ≤ 1;

−−→
P0N =

m∑
i=1

γi
−−→
P0P i, vîi 0 ≤ γi ≤ 1.

Khi �â �iºm X thuëc �o¤n MN khi v  ch¿ khi
−−→
P0X = t

−−→
P0M + (1−

t)
−−→
P0N, 0 ≤ t ≤ 1, hay

−−→
P0X = t

m∑
i=1

λi
−−→
P0Pi + (1− t)

m∑
i=1

γi
−−→
P0Pi =

m∑
i=1

[tλi + (1− t)γi]
−−→
P0Pi.

Ta câ 0 ≤ t, λi, γi ≤ 1 n¶n 0 ≤ tλi + (1 − t)γi ≤ t + (1 − t) = 1.

�i·u �â chùng tä X thuëc m−hëp H (P0, P1, . . . , Pm). Vªy m−hëp
H (P0, P1, . . . , Pm) l  mët tªp lçi.
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1.2 �nh x¤ afin, bi¸n �êi afin

1.2.1 �nh x¤ afin

�ành ngh¾a 1.2.1.1. Cho A,A′ l  c¡c khæng gian afin li¶n k¸t vîi
hai khæng gian vectì

−→
A v 

−→
A′. �nh x¤ f : A → A′ �÷ñc gåi l  ¡nh x¤

afin n¸u câ ¡nh x¤ tuy¸n t½nh ϕ :
−→
A →

−→
A′ sao cho vîi måi c°p �iºm

M,N ∈ A v  £nh M ′ = f(M), N ′ = f(N) ta câ
−−−→
M ′N ′ = ϕ(

−−→
MN)

(hay
−−−−−−−→
f(M)f(N) = ϕ(

−−→
MN)).

�nh x¤ tuy¸n t½nh ϕ �÷ñc gåi l  ¡nh x¤ tuy¸n t½nh li¶n k¸t vîi
¡nh x¤ afin f . Ta cán kþ hi»u ϕ =

−→
f .

V½ dö 1.2.1.2. 1) X²t ¡nh x¤ �çng nh§t id : 1A : A → A Khi
�â ta câ id l  ¡nh x¤ afin vîi ¡nh x¤ li¶n k¸t l  ¡nh x¤ �çng nh§t
1−→
A
:
−→
A →

−→
A.

Thªt vªy, vîi måi c°p �iºm M,N ∈ A, ta câ M ′ = 1A(M) =

M,N ′ = 1A(N) = N . Do �â
−−−→
M ′N ′ =

−−→
MN = 1−→

A
(
−−→
MN).

2) X²t ¡nh x¤ f : A → A′, f(M) = P, ∀M ∈ A, vîi P l  mët �iºm
cè �ành trong A′ (f �÷ñc gåi l  ¡nh x¤ h¬ng). Gåi θ :

−→
A →

−→
A′ l 

¡nh x¤ tuy¸n t½nh khæng, tùc θ(x⃗) = 0⃗. Ta câ ¡nh x¤ h¬ng f l  ¡nh
x¤ afin nhªn θ l  ¡nh x¤ tuy¸n t½nh li¶n k¸t.

Thªt vªy, vîi måi M,N ∈ A ta câ
−−−→
M ′N ′ =

−→
PP = 0⃗ = θ(

−−→
MN).

3) Cho khæng gian afin A v  vectì a⃗ ∈
−→
A. X²t ¡nh x¤ ta⃗ : A →

A,M 7→M ′ sao cho
−−−→
MM ′ = a⃗.

�nh x¤ ta⃗ nh÷ tr¶n �÷ñc gåi l  ph²p tành ti¸n theo vectì a⃗. Ta câ
ph²p tành ti¸n ta⃗ l  mët ¡nh x¤ afin li¶n k¸t vîi ¡nh x¤ tuy¸n t½nh
�çng nh§t 1−→

A
.

Thªt vªy, ta câ
−−−→
M ′N ′ =

−−→
MN = 1−→

A
(
−−→
MN),∀M,N ∈ A.

Ph²p tành ti¸n theo vectì 0⃗ ch½nh l  ¡nh x¤ �çng nh§t tr¶n khæng
gian afin.
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4) Cho khæng gian afin A, mët �iºm I ∈ A v  mët sè k ̸= 0. X²t ¡nh
x¤ V k

I : A → A,M 7→ M ′ vîi M ′ �÷ñc x¡c �ành bði
−−→
IM ′ = k

−−→
IM .

V k
I �÷ñc gåi l  ph²p và tü t¥m I t¿ sè k. Ta câ V k

I l  ¡nh x¤ afin câ
¡nh x¤ tuy¸n t½nh li¶n k¸t ϕ :

−→
A →

−→
A, ϕ(x⃗) = kx⃗,∀x⃗ ∈

−→
A.

Thªt vªy, ta câ
−−−→
M ′N ′ =

−−→
IN ′ −

−−→
IM ′ = k

−→
IN − k

−−→
IM = k(

−→
IN −

−−→
IM) = k

−−→
MN = ϕ(

−−→
MN),∀M,N ∈ A.

5) Ph²p chi¸u song song: Cho khæng gian afin A v  ph¯ng α ⊂ A câ
ph÷ìng l  khæng gian con −→α ⊂

−→
A. Gåi

−→
β ⊂

−→
A l  khæng gian con

cõa
−→
A sao cho dim−→α + dim

−→
β = dim

−→
A v  −→α ∩

−→
β = {⃗0}. Khi �â

méi ph¯ng câ ph÷ìng
−→
β s³ ct α t¤i mët �iºm duy nh§t.

X²t ¡nh x¤ f : A → α (α l  khæng gian afin câ khæng gian li¶n
k¸t l  −→α ) cho bði: vîi M ∈ A, f(M) = M ′ l  giao �iºm cõa ph¯ng
qua M câ ph÷ìng l 

−→
β vîi ph¯ng α. Ta gåi M ′ l  h¼nh chi¸u cõa

M l¶n ph¯ng α theo ph÷ìng
−→
β v  f l  ph²p chi¸u song song khæng

gian afin A l¶n ph¯ng α theo ph÷ìng
−→
β (H¼nh 1.4).

H¼nh 1.4

�ành lþ 1.2.1.3. Ph²p chi¸u song song l  ¡nh x¤ afin.

Chùng minh. Gi£ sû f : A → α l  ph²p chi¸u song song khæng gian
afin A l¶n ph¯ng α theo ph÷ìng

−→
β . X²t ¡nh x¤ ϕ :

−→
A = −→α ⊕

−→
β →
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−→α , x⃗ = u⃗+ v⃗ 7→ u⃗. D¹ th§y r¬ng φ l  ¡nh x¤ tuy¸n t½nh. Gi£ sûM,N

l  hai �iºm b§t ký cõa khæng gian A câ £nh qua f l  M ′, N ′. Ta câ
−−→
MN =

−−−→
MM ′ +

−−−→
M ′N ′ +

−−→
N ′N vîi

−−−→
M ′N ′ ∈ −→α v 

−−−→
MM ′ +

−−→
N ′N ∈

−→
β

Do �â φ(
−−→
MN) =

−−−→
M ′N ′ =

−−−−−−−→
f(M)f(N). Vªy f l  ¡nh x¤ afin li¶n k¸t

vîi ¡nh x¤ tuy¸n t½nh φ.

6) Ph²p th§u x¤: Cho α l  mët si¶u ph¯ng trong khæng gian afin A

v 
−→
l l  khæng gian vectì mët chi·u khæng n¬m trong ph÷ìng cõa

α, k l  mët sè kh¡c 0 . X²t ¡nh x¤ f : A → A x¡c �ành nh÷ sau:

+ N¸u �iºm M ∈ α th¼ f(M) =M .

+ N¸u M /∈ α th¼ �÷íng th¯ng qua M câ ph÷ìng
−→
l ct α t¤i

mët �iºm duy nh§t M0. Gåi M ′ l  �iºm �÷ñc x¡c �ành bði �i·u ki»n
(M ′MM0) = k.

�°t f(M) =M ′. Khi �â f �÷ñc gåi l  ph²p th§u x¤ afin t¿ sè k,
si¶u ph¯ng α �÷ñc gåi l  n·n th§u x¤ v  l �÷ñc gåi l  ph÷ìng th§u
x¤ (H¼nh 1.5).

H¼nh 1.5

Ph²p th§u x¤ vîi n·n α, ph÷ìng
−→
l , t¿ sè th§u x¤ k = −1 cán

�÷ñc gåi l  ph²p �èi xùng xi¶n qua α theo ph÷ìng
−→
l .
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�ành lþ 1.2.1.4. Ph²p th§u x¤ l  ¡nh x¤ afin.

Chùng minh. Gi£ sû f l  ph²p th§u x¤ câ n·n l  si¶u ph¯ng α,
ph÷ìng

−→
l v  t¿ sè th§u x¤ k. X²t ¡nh x¤

ϕ :
−→
A = −→α ⊕

−→
l → −→α ⊕

−→
l .

u⃗+ v⃗ 7→ u⃗+ kv⃗

D¹ d ng th§y r¬ng ϕ l  ¡nh x¤ tuy¸n t½nh. Ta chùng minh f l  ¡nh
x¤ afin nhªn ϕ l  ¡nh x¤ tuy¸n t½nh li¶n k¸t. Thªt vªy,

- N¸u ∀M,N khæng thuëc α, câ £nh M ′, N ′ v  gi£ sû M0, N0 l 
giao �iºm cõa MM ′ v  NN ′ vîi α, ta câ

ϕ(
−−→
MN) = ϕ

(−−→
MM0 +

−−−→
M0N0 +

−−→
N0N

)
= k

−−→
MM0 + k

−−→
N0N +

−−−→
M0N0

=
−−−→
M ′M0 +

−−→
N0N

′ +
−−−→
M0N0 =

−−−→
M ′N ′ =

−−−−−−−→
f(M)f(N).

- N¸u M,N ∈ α th¼ f(M) = M, f(N) = N , do �â ϕ(
−−→
MN) =

−−→
MN =

−−−−−−−→
f(M)f(N).

- N¸u ch¿ mët �iºm thuëc α, gi£ sû M ∈ α,N ̸∈ α. Gåi N0 l 
giao �iºm cõa NN ′ vîi α, ta câ f(N) = N ′ vîi (N ′NN0) = k. Tø
�â ϕ(

−−→
MN) = ϕ(

−−→
MN0 +

−−→
N0N) =

−−→
MN0 + k

−−→
N0N =

−−→
MN0 +

−−→
N0N

′ =
−−→
MN ′ =

−−−−−−−→
f(M)f(N).

T½nh ch§t 1.2.1.5. i) Méi ¡nh x¤ afin ch¿ câ mët ¡nh x¤ tuy¸n t½nh
li¶n k¸t duy nh§t.

ii) Cho ¡nh x¤ tuy¸n t½nh ϕ :
−→
A →

−→
A′ v  c°p �iºm I ∈ A, I ′ ∈

A′. Khi �â câ duy nh§t ¡nh x¤ afin f : A → A′ nhªn ϕ l  ¡nh x¤
li¶n k¸t v  f(I) = I ′.

iii) �nh x¤ afin f : A → A′ bi¸n mët m−ph¯ng trong A th nh
mët l−ph¯ng trong A′ v  l ≤ m.

iv) �nh x¤ afin b£o to n t� sè �ìn cõa ba �iºm th¯ng h ng A,B,C
khi t� sè �ìn cõa ba �iºm £nh A′, B′, C ′ tçn t¤i, tùc l  khi (A′B′C ′)

tçn t¤i, ta câ
(ABC) = (A′B′C ′).
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v) �nh x¤ afin bi¸n t¥m t¿ cü cõa mët h» �iºm t÷ìng ùng vîi mët
hå h» sè th nh t¥m t¿ cü cõa hå �iºm £nh t÷ìng ùng vîi còng hå h»
sè. �°c bi»t, ¡nh x¤ afin bi¸n trång t¥m th nh trång t¥m.

vi) T½ch g ◦ f cõa hai ¡nh x¤ afin f : A → A′ v  g : A′ → A′′ l 
¡nh x¤ afin nhªn ¡nh x¤ li¶n k¸t l  −→g ◦

−→
f , tùc l 

−−→
g ◦ f = −→g ◦

−→
f .

Chùng minh. i) Gi£ sû ϕ, ϕ′ l  c¡c ¡nh x¤ tuy¸n t½nh li¶n k¸t cõa ¡nh
x¤ afin f : A → A. Vîi x⃗ ∈

−→
A, x⃗ =

−−→
MN , ta câ ϕ(x⃗) = ϕ(

−−→
MN) =

−−−−−−−→
f(M)f(N) = ϕ′(

−−→
MN) = ϕ′(−→x ). Vªy ϕ ≡ ϕ′

ii) �nh x¤ f : A → A′ bi¸n méi �iºm M th nh �iºm f(M), x¡c
�ành bði �i·u ki»n

−−−−→
I ′f(M) = ϕ(

−−→
IM). Hìn núa, theo c¡ch x¡c �ành

n y ta câ

−−−−−−−→
f(M)f(N) =

−−−−→
I ′f(N)−

−−−−→
I ′f(M) = ϕ(

−→
IN)− ϕ(

−−→
IM)

= ϕ(
−→
IN −

−−→
IM) = ϕ(

−−→
MN).

Do �â f l  ¡nh x¤ afin nhªn ϕ l  ¡nh x¤ tuy¸n t½nh li¶n k¸t.

N¸u câ ¡nh x¤ afin f ′ nhªn ϕ l  ¡nh x¤ tuy¸n t½nh li¶n k¸t v 
f ′(I) = I ′ th¼

−−−−−→
I ′f ′(M) = ϕ(

−−→
IM) =

−−−−→
I ′f(M). Tø �â f(M) = f ′(M)

vîi måi M , tùc f ≡ f ′.

C¡c t½nh ch§t iii); iv); v); vi) xem nh÷ b i tªp.

�ành lþ 1.2.1.6 (V· sü x¡c �ành ¡nh x¤ afin). Cho n+ 1 �iºm �ëc
lªp M0,M1, . . . ,Mn trong khæng gian afin n chi·u A v  n+ 1 �iºm
M ′

0,M
′
1, . . . ,M

′
n trong khæng gian afin A′. Khi �â câ duy nh§t mët

¡nh x¤ afin f : A → A′ sao cho f (Mi) =M ′
i , i = 0, 1, . . . , n.

Chùng minh. Gåi ϕ :
−→
A →

−→
A′ l  ¡nh x¤ tuy¸n t½nh duy nh§t bi¸n

c¡c vectì cõa cì sð
{−−−−→
M0M1, . . . ,

−−−−→
M0Mn

}
t÷ìng ùng th nh h» vectì{−−−−→

M ′
0M

′
1, . . . ,

−−−−→
M ′

0M
′
n

}
. Khi �â theo T¼nh ch§t 1.2.1.5, câ ¡nh x¤ afin

duy nh§t nhªn ϕ l  ¡nh x¤ li¶n k¸t v  f (M0) =M ′
0. Ta câ

−−−→
M ′

0M
′
i =

ϕ
(−−−→
M0Mi

)
=

−−−−−−−−−→
f (M0) f (Mi) =

−−−−−−→
M ′

0f (Mi). Do �â f (Mi) = M ′
i , i =

1, 2, . . . , n.
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N¸u f ′ l  ¡nh x¤ afin sao cho f ′ (Mi) = M ′
i , i = 0, 1, . . . , n. D¹

th§y r¬ng ¡nh x¤ tuy¸n t½nh li¶n k¸t cõa f ′ bi¸n c¡c vectì cõa cì sð{−−−−→
M0M1, . . . ,

−−−−→
M0Mn

}
t÷ìng ùng th nh h» vectì

{−−−−→
M ′

0M
′
1, . . . ,

−−−−→
M ′

0M
′
n

}
,

tùc ¡nh x¤ �â tròng vîi ϕ. Do �â f ′ tròng f .

1.2.2 Bi¸n �êi afin

�ành ngh¾a 1.2.2.1. �nh xa afin f : A → A′ v  l  song ¡nh �÷ñc
gåi l  �¯ng c§u afin.

�¯ng c§u afin f : A → A �÷ñc gåi l  bi¸n �êi afin hay ph²p afin.

Khi câ �¯ng c§u afin f : A → A′ ta nâi hai khæng gian A v  A′

l  �¯ng c§u afin vîi nhau.

V½ dö 1.2.2.2. Ph²p �çng nh§t, ph²p và tü, ph²p tành ti¸n l  c¡c
ph²p bi¸n �êi afin. Ph²p chi¸u song song An l¶n m−ph¯ng (m < n)
khæng l  �¯ng c§u afin.

T½nh ch§t 1.2.2.3. i) �nh x¤ afin l  �¯ng c§u afin khi v  ch¿ khi
¡nh x¤ tuy¸n t½nh li¶n k¸t l  �¯ng c§u tuy¸n t½nh.

ii) Hai khæng gian afin l  �¯ng c§u khi v  ch¿ khi chóng câ còng
sè chi·u.

iii) Cho hai h» n + 1 �iºm �ëc lªp M1,M2, . . . ,Mn+1 v  M ′
1,

M ′
2, . . ., M

′
n+1 trong hai khæng gian afin A,A′ câ chi·u n. Khi �â

câ duy nh§t �¯ng c§u afin f : A → A′ sao cho f(Mi) = M ′
i , i =

1, 2, . . . , n+ 1.

iv) �¯ng c§u afin bi¸n mët m−ph¯ng th nh mët m−ph¯ng.

v) �nh x¤ ng÷ñc cõa �¯ng c§u afin l  �¯ng c§u afin.

C¡c t½nh ch§t tr¶n xem nh÷ b i tªp.

�ành lþ 1.2.2.4 (�ành lþ cì b£n cõa ¡nh x¤ afin). 1 Cho A,A′ l 
c¡c khæng gian afin n chi·u (n ≥ 2), f : A → A′ l  mët song ¡nh

1�o n Quýnh, V«n Nh÷ C÷ìng, Ho ng Xu¥n S½nh (1988), �¤i sè tuy¸n t½nh
v  h¼nh håc. Nxb Gi¡o döc, H  Nëi.
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b£o to n t½ch ch§t th¯ng h ng cõa c¡c h» ba �iºm. Khi �â f l  mët
¡nh x¤ afin.

D÷îi �¥y l  k¸t qu£ y¸u hìn v· �°c tr÷ng cõa ¡nh x¤ afin giúa
c¡c khæng gian afin tr¶n tr÷íng K b§t ký câ �°c sè kh¡c 2.

�ành lþ 1.2.2.5 (�ành lþ cì b£n cõa ¡nh x¤ afin). Cho f : A → A′

l  mët song ¡nh tø K−khæng gian afin A l¶n K−khæng gian afin A′

(K l  mët tr÷íng câ �°c sè kh¡c 2) b£o to n t½nh ch§t th¯ng h ng
cõa c¡c �iºm v  b£o to n t¿ sè �ìn cõa c¡c h» ba �iºm th¯ng h ng.
Khi �â f l  mët ¡nh x¤ afin.

Chùng minh. L§y I ∈ A v  mët �¯ng c§u afin g : A′ → A bi¸n f(I)
th nh I th¼ h = g ◦f : A → A l  mët bi¸n �êi cõa A giú b§t �ëng I
v  công câ t½nh ch§t n¸u trong gi£ thi¸t �ành lþ v· f. Ch¿ c¦n chùng
minh r¬ng h l  mët ¡nh x¤ afin (v¼ khi �â f = g−1 ◦ h l  t½ch hai
¡nh x¤ afin).

X²t ¡nh x¤ ϕ :
−→
A →

−→
A x¡c �ành bði

−−→
IM =

−−−−→
Ih(M),∀M ∈ A v 

ch¿ c¦n chùng minh ϕ l  mët ¡nh x¤ tuy¸n t½nh. Ta câ:

1) ϕ(λx⃗) = λϕ(x⃗) vîi måi λ ∈ K, x⃗ ∈
−→
A. Thªt vªy, �i·u �â l 

rã r ng khi λ = 0 hay x⃗ = 0⃗ (v¼ h(I) = I). X²t λ ̸= 0, x⃗ ̸= 0⃗, câ
thº coi λ ̸= 1. L§y

−−→
IM = x⃗,

−→
IN = λx⃗ th¼ I ′ M,N ph¥n bi»t, th¯ng

h ng, (NMI) = λ. Vªy h(I), h(M), h(N) ph¥n bi»t, th¯ng h ng v 
(h(N)h(M)h(I)) = λ, tùc

−−−−→
Ih(N) = λ

−−−−→
Ih(M), do �â ϕ(λx⃗) = λϕ(x⃗)

2) ϕ(x⃗+ y⃗) = ϕ(x⃗)+ϕ(y⃗), vîi måi x⃗, y⃗ ∈
−→
A. Thªt vªy, câ thº gi£

sû x⃗, y⃗ �ëc lªp tuy¸n t½nh (v¼ n¸u x⃗, y⃗ phö thuëc tuy¸n t½nh, �¯ng
thùc c¦n chùng minh suy ra d¹ d ng tø 1). L§y

−−→
IM = x⃗,

−→
IN = y⃗.

Gåi P l  trung �iºm cõa �o¤n MN , tùc
−−→
IM = 1

2
(x⃗+ y⃗) (do tr÷íng

K câ �°c sè kh¡c 2 n¶n tçn t¤i nghàch �£o cõa 2 l  2−1 = 1
2
) th¼

(MNP ) = −1, do �â (h(M)h(N)h(P )) = −1. Vªy h(P ) l  trung
�iºm cõa �o¤n h(M)h(N), tùc

−−−→
Ih(P ) = 1

2
(
−−−−→
Ih(M) +

−−−−→
Ih(N)) v  ta

�÷ñc ϕ
(
1
2
(x⃗+ y⃗)

)
= 1

2
(ϕ(x⃗)+ϕ(y⃗)), nh÷ng ϕ

(
1
2
(x⃗+ y⃗)

)
= 1

2
ϕ(x⃗+ y⃗)

n¶n ϕ(x⃗+ y⃗) = ϕ(x⃗) + φ(y⃗).
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1.2.3 Biºu thùc tåa �ë cõa ¡nh x¤ afin

Cho ¡nh x¤ afin f : An → An. Gi£ sû trong An �¢ cho möc ti¶u
{O; e⃗1, . . . , e⃗n}, O′ = f(O) câ tåa �ë �èi vîi möc ti¶u l  (b1, . . . , bn),−→
f bi¸n cì sð {e⃗1, . . . , e⃗n} bi¸n th nh h» vectì {e⃗′1, e⃗′2, . . . , e⃗′n} v 

e⃗′1 = a11e⃗1 + . . .+ a1ne⃗n
e⃗′2 = a21e⃗1 + . . .+ a2ne⃗n
e⃗′n = an1e⃗1 + . . .+ anne⃗n

.

Gi£ sû X l  mët �iºm b§t ký trong An, gåi X ′ = f(X). Gi£ sû
�èi vîi möc ti¶u �¢ cho X (x1, . . . , xn) , X

′ (x′, . . . , x′n). Ta t¼m mèi
li¶n h» giúa (x1, . . . , xn) v  (x′1, . . . , x

′
n). Ta câ

−−→
OX ′ =

∑n
i=1 x

′
ie⃗i =

−−→
OO′ +

−−−→
O′X ′ =

∑n
i=1 bie⃗i +

∑n
j=1 xj e⃗

′
j

=
∑n

i=1 bie⃗i +
∑n

i=1

∑n
j=1 xjaij e⃗i

=
∑n

i=1(bi +
∑n

j=1 aijxj)e⃗i.

Suy ra x′i = bi +
∑n

j=1 aijxj, i = 1, . . . , n. Do �â x′1
...
x′n

 =

 a11 . . . an1
... . . . ...
a1n . . . ann


 x1

...
xn

+

 b1
...
bn

 .
Kþ hi»u gån l 

[x′] = A[x] + [b],

trong �â

A =

 a11 . . . an1
... . . . ...
a1n . . . ann


l  ma trªn chuyºn tø cì sð {e⃗1, . . .,e⃗n} sang h» vectì {e⃗′1, . . . e⃗′n}.
Khi f l  bi¸n �êi afin, h» {e⃗′1, . . . e⃗′n} công l  cì sð n¶n ma trªn A
khæng suy bi¸n. Cæng thùc tr¶n �÷ñc goi l  biºu thùc tåa �ë (hay
ph÷ìng tr¼nh) cõa ¡nh x¤ afin f �èi vîi möc ti¶u �¢ cho. Ma trªn
A trong biºu thùc tr¶n l  ma trªn vuæng v  A khæng suy bi¸n khi f
l  bi¸n �êi afin.
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Ng÷ñc l¤i, �èi vîi mët möc ti¶u cho tr÷îc, mët ph÷ìng tr¼nh câ
d¤ng tr¶n l  ph÷ìng tr¼nh cõa mët ¡nh x¤ afin n o �â f : An → An

v  f l  bi¸n �êi afin n¸u A l  khæng suy bi¸n (vi»c chùng minh xem
nh÷ b i tªp).

Nhªn x²t 1.2.3.1. N¸u [x′] = A[x] + [b] l  ph÷ìng tr¼nh cõa ¡nh
x¤ afin f �èi vîi möc ti¶u {O; e⃗1, . . . , e⃗n} th¼ ph÷ìng tr¼nh cõa ¡nh
x¤ tuy¸n t½nh li¶n k¸t

−→
f �èi vîi cì sð {e⃗1, . . . , e⃗n} l  [x′] = A[x].

V½ dö 1.2.3.2. Cho A,B,C l  3 �iºm �ëc lªp trong khæng gian
afin A2. Gåi f : A2 → A2 l  ph²p afin thäa m¢n f(A) = B, f(B) =

C, f(C) = A. Lªp ph÷ìng tr¼nh cõa f �èi vîi möc ti¶u {A;B,C}.

Gi£i. Cì sð li¶n k¸t vîi möc ti¶u {A;B,C} l  {
−→
AB,

−→
AC}. Gåi

−→
f l 

¡nh x¤ li¶n k¸t cõa f , ta câ
−→
f (

−−→
AB) =

−−→
BC = −

−→
AB +

−→
AC,

−→
f (

−−→
AC) =

−→
BA = −

−→
AB.

Do �â ma trªn chuyºn tø cì sð {
−→
AB,

−→
AB} sang £nh cõa nâ qua ¡nh

x¤ tuy¸n t½nh li¶n k¸t l 

M =

[
−1 −1
1 0

]
.

Tåa �ë cõa �iºm B = f(A) �èi vîi möc ti¶u {A;B,C} l  (1, 0). Vªy
ph÷ìng tr¼nh cõa ph²p afin l 

[x′] =

[
−1 −1
1 0

]
[x] +

[
1
0

]
hay {

x′1 = −x1 − x2 + 1,

x′2 = x1.

V½ dö 1.2.3.3. Trong khæng gian afin A2 vîi möc ti¶u cho tr÷îc,
cho c¡c �iºm A(1, 2), B(2, 1), C(3, 1), A′(−1, 0), B′(−2, 2), C ′(1,−3).

Chùng minh r¬ng tçn t¤i duy nh§t ph²p afin f bi¸n A,B,C t÷ìng
ùng th nh A′, B′, C ′.
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Lªp ph÷ìng tr¼nh ph²p afin f �èi vîi möc ti¶u �¢ cho.

Gi£i. Ta câ {
−→
AB,

−→
AC} l  h» �ëc lªp tuy¸n t½nh n¶n {A,B,C} l  h»

�iºm �ëc lªp, do �â câ duy nh§t ¡nh x¤ afin tr¶n A2 bi¸n A,B,C
t÷ìng ùng th nh A′, B′, C ′.

Gi£ sû {O; e⃗1, e⃗2} l  möc ti¶u �¢ cho. Ta câ
−→
AB = e⃗1 − e⃗2,

−→
AC =

2e⃗1 − e⃗2,
−−→
A′B′ = −e⃗1 + 2e⃗2,

−−→
A′C ′ = 2e⃗1 − 3e⃗2.

V¼ ph²p afin f bi¸n A,B,C t÷ìng ùng th nh A′, B′, C ′ n¶n

−→
f (

−→
AB) =

−−→
A′B′,

−→
f (

−→
AC) =

−−→
A′C ′.

Do �â
−→
f (e⃗1 − e⃗2) = −e⃗1 + 2e⃗2;−→
f (2e⃗1 − e⃗2) = 2e⃗1 − 3e⃗2.

Ta câ h» { −→
f (e⃗1)−

−→
f (e⃗2) = −e⃗1 + 2e⃗2,

2
−→
f (e⃗1)−

−→
f (e⃗2) = 2e⃗1 − 3e⃗2.

Tø �â ta câ

{
f⃗ (e⃗1) = 3e⃗1 − 5e⃗2,

f⃗ (e⃗2) = 4e⃗1 − 7e⃗2.

Ma trªn chuyºn tø cì sð {e⃗1, e⃗2} sang cì sð
{−→
f (e⃗1) ,

−→
f (e⃗2)

}
l 

A =

[
3 4
−5 −7

]
. Do �â ph÷ìng tr¼nh cõa f �èi vîi möc ti¶u �¢ cho

câ d¤ng

[x′] =

[
3 4
−5 −7

]
[x] +

[
b1
b2

]
.

Thay tåa �ë c°p �iºm t÷ìng ùng A,A′ qua f v o ph÷ìng tr¼nh ta câ[
−1
0

]
=

[
3 4
−5 −7

] [
1
2

]
+

[
b1
b2

]
.

Ta câ
{

−1 = 11 + b1
0 = −19 + b2

⇒ b1 = −12, b2 = 19 .
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Do �â ph÷ìng tr¼nh cõa f l  [x′] =

[
3 4
−5 −7

]
[x] +

[
−12
19

]
,

hay {
x′1 = 3x1 + 4x2 − 12,
x′2 = −5x1 − 7x2 + 19.

V¼ Det(A) ̸= 0 n¶n f l  mët �¯ng c§u afin.

1.2.4 H¼nh håc cõa mët nhâm c¡c ph²p bi¸n �êi,

H¼nh håc afin

a) Nhâm c¡c ph²p bi¸n �êi cõa mët khæng gian

Ta gåi mët tªp kh¡c réng X l  mët khæng gian v  méi ph¦n tû
cõa nâ �÷ñc gåi l  mët �iºm, méi tªp con cõa khæng gian X �÷ñc
gåi l  mët h¼nh.

Méi song ¡nh f : X → X �÷ñc gåi l  mët ph²p bi¸n �êi cõa
khæng gian X. Tªp hñp c¡c ph²p bi¸n �êi cõa X lªp th nh mët
nhâm vîi ph²p hñp th nh c¡c song ¡nh, méi nhâm con cõa nhâm �â
�÷ñc gåi l  mët nhâm bi¸n �êi cõa khæng gian X.

V½ dö 1.2.4.1. X²t V l  mët khæng gian vectì, ta câ nhâm bi¸n
�êi bao gçm c¡c ph²p bi¸n �êi tuy¸n t½nh tr¶n V. X²t A l  khæng
gian afin, ta câ nhâm bi¸n �êi bao gçm c¡c ph²p bi¸n �êi afin tr¶n
A (nhâm afin tr¶n A).

Trong khæng gian afin, ta câ tªp gçm mët �iºm, mët h» �iºm,
mët m−�ìn h¼nh, mët m−hëp; mët m−ph¯ng, . . . , l  c¡c h¼nh.

b) Hai h¼nh t÷ìng �÷ìng �èi vîi nhâm bi¸n �êi

Cho mët khæng gian X v  G l  mët nhâm bi¸n �êi tr¶n X. Hai
h¼nh l  £nh cõa nhau qua mët ph²p bi¸n �êi cõa nhâm G �÷ñc gåi
l  t÷ìng �÷ìng vîi nhau (�èi vîi nhâm G). Trong khæng gian afin,
hai h¼nh l  t÷ìng �÷ìng vîi nhau �èi vîi nhâm c¡c ph²p bi¸n �êi
afin cán �÷ñc gåi l  t÷ìng �÷ìng afin. V½ dö: hai h» m �iºm �ëc
lªp l  t÷ìng �÷ìng afin; hai m−�ìn h¼nh l  t÷ìng �÷ìng afin; hai
m−hëp l  t÷ìng �÷ìng afin.
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c) B§t bi¸n �èi vîi nhâm bi¸n �êi

Ta gåi mët t½nh ch§t l  b§t bi¸n �èi vîi nhâm bi¸n �êi G tr¶n
khæng gian X n¸u t½nh ch§t �â câ tr¶n mët h¼nh H th¼ câ tr¶n måi
h¼nh H′ t÷ìng �÷ìng (�èi vîi nhâm G) vîi h¼nh H. B§t bi¸n �èi
vîi nhâm bi¸n �êi afin cán gåi l  b§t bi¸n afin. Kh¡i ni»m �÷ñc x¥y
düng tø c¡c b§t bi¸n afin gåi l  kh¡i ni»m afin.

Ta câ c¡c b§t bi¸n afin sau: t½nh �ëc lªp, phö thuëc cõa mët h»
�iºm; t½nh �çng quy cõa c¡c �÷íng th¯ng; t½nh th¯ng h ng cõa c¡c
�iºm; t½nh ct nhau, song song, ch²o nhau cõa hai ph¯ng.

T� sè �ìn cõa 3 �iºm, �°c bi»t t½nh ch§t l  trung �iºm cõa �o¤n
th¯ng, l  c¡c b§t bi¸n afin.

�iºm; m−ph¯ng; h» �iºm �ëc lªp, h» �iºm phö thuëc; t� sè �ìn;
t¥m t¿ cü; . . . l  c¡c kh¡i ni»m afin.

d) H¼nh håc cõa mët nhâm ph²p bi¸n �êi. H¼nh håc afin

Mæn håc nghi¶n cùu c¡c b§t bi¸n �èi vîi nhâm bi¸n �êi G cõa
khæng gian X gåi l  h¼nh håc cõa nhâm G tr¶n khæng gian X. H¼nh
håc afin n chi·u l  h¼nh håc cõa nhâm bi¸n �êi afin tr¶n khæng gian
afin n chi·u, ngh¾a l  nghi¶n cùu c¡c b§t bi¸n afin trong khæng gian
afin n chi·u. Nh÷ vªy, h¼nh håc afin nghi¶n cùu t½nh �ëc lªp, phö
thuëc cõa h» �iºm; c¡c ph¯ng; quan h» giúa c¡c ph¯ng (song song,
ct nhau, ch²o nhau), m−�ìn h¼nh, m−hëp, t� sè �ìn, t½nh �çng
quy cõa c¡c �÷íng th¯ng, t½nh th¯ng h ng cõa h» �iºm, ....

1.3 Si¶u m°t bªc hai

1.3.1 Kh¡i ni»m si¶u m°t bªc hai

Trong khæng gian afin An vîi möc ti¶u afin {O; e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n}
cho tr÷îc, x²t ph÷ìng tr¼nh bªc hai:

f (x1, x2, . . . , xn) =
n∑

i,j=1

aijxixj + 2
n∑

i=1

aixi + a0 = 0, (1.5)
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trong �â c¡c h» sè aij, ai, a0 l  c¡c sè thüc, c¡c aij khæng �çng thíi
b¬ng 0 v  aij = aji. Tªp hñp t§t c£ nhúng �iºm X thuëc An sao cho
tåa �ë (x1, x2, . . . , xn) cõa nâ thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh (1.5) �÷ñc gåi
l  mët si¶u m°t bªc hai x¡c �ành bði ph÷ìng tr¼nh �â.

N¸u (S) l  si¶u m°t bªc hai x¡c �ành bði ph÷ìng tr¼nh (1.5) th¼
ph÷ìng tr¼nh (1.5) �÷ñc gåi l  ph÷ìng tr¼nh cõa (S) �èi vîi möc ti¶u
�¢ cho.

Vîi n = 2 v  n = 3 th¼ c¡c si¶u m°t bªc hai l¦n l÷ñt �÷ñc gåi l 
�÷íng bªc hai v  m°t bªc hai.

Kþ hi»u A = [aij], v¼ aij = aji n¶n A l  ma trªn �èi xùng(
A = AT

)
v  A ̸= 0.

Kþ hi»u [x] =


x1
x2
...
xn

 , [a] =

a1
a2
...
an

. Khi �â, ph÷ìng tr¼nh (1.5)

�÷ñc vi¸t d÷îi d¤ng

[x]TA[x] + 2[a]T [x] + a0 = 0. (1.6)

Ma trªn A = [aij] �÷ñc gåi l  ma trªn b², ma trªn

B =

[
a0 aT

a A

]
=


a0 a1 a2 . . . an
a1 a11 a12 . . . a1n
a2 a21 a22 . . . a2n
...

...
... . . . ...

an an1 an2 . . . ann


�÷ñc gåi l  ma trªn lîn cõa si¶u m°t bªc hai (n¸u �°t X =

[
1
x

]
th¼

(1.6) ⇔ XTBX = 0).

Mët si¶u m°t bªc hai �÷ñc gåi l  khæng suy bi¸n n¸u ma trªn
lîn khæng suy bi¸n (detB ̸= 0).

Düa v o c¡c t½nh ch§t �°c tr÷ng, ng÷íi ta gåi mët si¶u m°t bªc
hai suy bi¸n vîi h¤ng cõa ma trªn lîn b¬ng h¤ng cõa ma trªn b²
l  si¶u nân bªc hai, mët si¶u m°t bªc hai suy bi¸n vîi h¤ng cõa ma
trªn lîn kh¡c h¤ng cõa ma trªn b² l  si¶u trö bªc hai.
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Nhªn x²t 1.3.1.1. Kh¡i ni»m si¶u m°t bªc hai khæng phö thuëc
v o vi»c chån möc ti¶u trong An.

Thªt vªy, gi£ sû ta câ ph²p �êi möc ti¶u

[x] = C [x′] + [b].

Thay gi¡ trà cõa [x] v o (1.6) ta �÷ñc

[x]TA[x] + 2[a]T [x] + a0 = 0

⇔ (C [x′] + [b])T A (C [x′] + [b]) + 2[a]T (C [x′] + [b]) + a0 = 0

⇔
(
[x′]T CT + [b]T

)
A (C [x′] + [b])

+2[a]T (C [x′] + [b]) + a0 = 0. (1.7)

Ta câ (1.7) t÷ìng �÷ìng vîi ph÷ìng tr¼nh sau:

[x′]
T
CTAC [x′] +

(
[x′]

T
CTA[b] + [b]TAC [x′] + 2[a]TC [x′]

)
+[a]T [b] + a0 = 0. (1.8)

Do [x′]T CTA[b] v  [b]TAC [x′] l  c¡c ma trªn vuæng c§p 1 n¶n(
[x′]

T
CTA[b]

)T
= [b]TATC [x′] = [x′]

T
CTA[b].

Do �â (1.8) trð th nh

[x′]
T
CTAC [x′] + 2

(
[b]TAC + [a]TC

)
[x′] + [a]T [b] + a0 = 0. (1.9)

tùc l  công câ d¤ng (1.5).

V½ dö 1.3.1.2. Trong khæng gian afinA2 vîi möc ti¶u cho tr÷îc, cho
si¶u m°t bªc hai câ ph÷ìng tr¼nh x21+2x1x2+3x22+2x1−4x2+1 = 0.

Ta câ a11 = 1, a12 = a21 = 1, a22 = 3, a1 = 1, a2 = −2, a0 = 1.

Ma trªn b² A =

[
1 1
1 3

]
. Ma trªn lîn B =

 1 1 −2
1 1 1
−2 1 3


khæng suy bi¸n n¶n si¶u m°t bªc hai l  khæng suy bi¸n.
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�ành lþ 1.3.1.3. Qua ph²p bi¸n �êi afin, mët si¶u m°t bªc hai bi¸n
th nh mët si¶u m°t bªc hai.

Chùng minh. Gi£ sû ta câ si¶u m°t bªc hai (S) câ ph÷ìng tr¼nh
(xem (1.5)):

[x]TA[x] + 2[a]T [x] + a0 = 0, (1.10)

v  mët ph²p bi¸n �êi afin f câ ph÷ìng tr¼nh

[x] = B [x′] + [b] (vîi detB ̸= 0). (1.11)

Thay (1.11) v o (1.10) ta câ:

(B [x′] + [b])
T
A (B [x′] + [b]) + 2[a]T (B [x′] + [b]) + a0 = 0.

Khai triºn ph÷ìng tr¼nh tr¶n vîi chó þ r¬ng:

[x′]
T
BTA[b] = [b]TAB [x′]

(v¼ 2 v¸ cõa �¯ng thùc l  c¡c ma trªn vuæng c§p 1 n¶n chuyºn và
cõa nâ b¬ng ch½nh nâ), ta câ:

[x′]
T
BTAB [x′] + 2

(
BT (A[b] + [a])

)T
[x′] + [b]TA[b]

+2[a]T [b] + a0 = 0. (1.12)

Ta câ BTAB =
(
BTAB

)T v  h¤ng cõa BTAB b¬ng h¤ng cõa A v¼
det B ̸= 0. Do �â BTAB ̸= 0.

Vªy (1.12) công l  ph÷ìng tr¼nh cõa mët si¶u m°t bªc hai (S ′),
�â ch½nh l  £nh cõa si¶u m°t bªc hai (S) qua ¡nh x¤ afin f .

1.3.2 Giao cõa si¶u m°t bªc hai vîi �÷íng th¯ng

Trong khæng gian afin An cho si¶u m°t bªc hai (S) câ ph÷ìng
tr¼nh:

[x]TA[x] + 2[a]T [x] + a0 = 0 (1.13)
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v  �÷íng th¯ng (d) �i qua �iºm B (b1, b2, . . . , bn) câ khæng gian
ph÷ìng sinh bði vectì c⃗ (c1, c2, . . . , cn) . Khi �â ph÷ìng tr¼nh cõa
(d) câ thº vi¸t d÷îi d¤ng:

[x] = λ[c] + [b], (1.14)

trong �â [c], [b] l  c¡c ma trªn cët

[c] =


c1
c2
...
cn

 , [b] =


b1
b2
...
bn

 .
Khi �â giao �iºm cõa (d) vîi (S) câ tåa �ë l  nghi»m cõa h» (1.13)
v  (1.14). Thay (1.14) v o (1.13) ta �÷ñc:

(λ[c] + [b])TA(λ[c] + [b]) + 2[a]T (λ[c] + [b]) + a0 = 0, (1.15)

hay (
[c]TA[c]

)
λ2 + 2Pλ+Q = 0, (1.16)

trong �â

P = [b]TA[c] + [a]T [c] =
n∑

i,j=1

aijbicj +
n∑

i=1

aici, (1.17)

Q = [b]TA[b] + 2[a]T [b] + a0. (1.18)

N¸u λ l  nghi»m cõa (1.16), b¬ng c¡ch thay v o (1.14) ta t¼m �÷ñc
tåa �ë giao �iºm. Ta câ c¡c tr÷íng hñp sau:

+ N¸u [c]TA[c] = 0 v  P ̸= 0 th¼ ph÷ìng tr¼nh (1.16) câ nghi»m
duy nh§t, tùc l  (d) ct (S) t¤i mët �iºm duy nh§t.

+ N¸u [c]TA[c] = 0 v  P = 0, Q ̸= 0 th¼ ph÷ìng tr¼nh (1.16) væ
nghi»m, tùc l  (d) khæng ct (S).

+ N¸u [c]TA[c] = 0 v  P = 0, Q = 0 th¼ ph÷ìng tr¼nh (1.16) câ
nghi»m vîi måi λ ∈ R, tùc (d) chùa trong (S).
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1.3.3 T¥m, �iºm ký dà cõa si¶u m°t bªc hai

�ành ngh¾a 1.3.3.1. T¥m cõa si¶u m°t bªc hai (S) l  �iºm m  khi
ta chån l m gèc möc ti¶u th¼ ph÷ìng tr¼nh cõa (S) câ d¤ng:

n∑
i,j=1

aijxixj + a0 = 0,

hay vi¸t d÷îi d¤ng ma trªn l 

[x]TA[x] + a0 = 0 vîi A = [aij] .

Tø �ành ngh¾a tr¶n ta suy ra n¸u �iºmM thuëc si¶u m°t bªc hai
(S) v  (S) câ t¥m I th¼ �iºm M ′ �èi xùng vîi M qua t¥m I công
thuëc (S). Vªy n¸u (S) ̸= ∅ th¼ t¥m cõa nâ công ch½nh l  t¥m �èi
xùng cõa tªp (S).

Cho si¶u m°t bªc hai (S) câ ph÷ìng tr¼nh �èi vîi mët möc ti¶u
l 

[x]TA[x] + 2[a]T [x] + a0 = 0.

Ta t¼m �i·u ki»n �º �iºm I l  t¥m cõa (S). �êi möc ti¶u theo cæng
thùc [x] = [x′] + [I], I l  gèc cõa möc ti¶u mîi vîi h» tåa �ë (x′).
Trong möc ti¶u mîi, ph÷ìng tr¼nh cõa (S) l (

[x′]
T
+ [I]T

)
A ([x′] + [I]) + 2[a]T ([x′] + [I]) + a0 = 0,

hay
[x]TA[x] + 2

(
[I]TA+ [a]T

)
[x′] + [I]TA[I] + a0 = 0.

Tø �ành ngh¾a cõa t¥m, suy ra

[I]TA+ [a]T = 0 hay A[I] + [a] = 0.

Do �â t¥m I cõa (S) câ tåa �ë thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh

A[x] + [a] = 0.
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V½ dö 1.3.3.2. Cho �÷íng bªc hai (S) trong A2 câ ph÷ìng tr¼nh

x21 − 6x1x2 + 2x22 + 2x1 − 4x2 − 3 = 0.

Ta câ A =

[
1 −3
−3 2

]
, [a] =

[
1
−2

]
. T¥m câ tåa �ë l  nghi»m cõa

ph÷ìng tr¼nh [
1 −3
−3 2

]
[x] +

[
1
−2

]
= 0

hay l  nghi»m cõa h» ph÷ìng tr¼nh{
x1 − 3x2 + 1 = 0

−3x1 + 2x2 − 2 = 0
.

Nghi»m cõa h» l  x1 = −4

7
, x2 =

1

7
. Vªy t¥m cõa (S) l  �iºm

I =

(
−4

7
,
1

7

)
.

�ành ngh¾a 1.3.3.3. �iºm I trong khæng gian afin A �÷ñc gåi l 
�iºm k¼ dà cõa si¶u m°t bªc hai (S) n¸u I ∈ (S) v  I l  t¥m cõa (S).

N¸u cho si¶u m°t bªc hai (S) câ ph÷ìng tr¼nh

[x]TA[x] + 2[a]T [x] + a0 = 0,

th¼ �iºm k¼ dà câ tåa �ë thäa m¢n h» ph÷ìng tr¼nh{
[x]TA[x] + 2[a]T [x] + a0 = 0

A[x] + [a] = 0

⇔
{ (

[x]TA+ [a]
)
[x] + [a]T [x] + a0 = 0

A[x] + [a] = 0

⇔
{

[a]T [x] + a0 = 0
A[x] + [a] = 0

.

1.3.4 Ph÷ìng ti»m cªn v  �÷íng ti»m cªn cõa si¶u

m°t bªc hai

�ành ngh¾a 1.3.4.1. Vectì c⃗ = (c1, c2, . . . , cn) �÷ñc gåi l  ph÷ìng
ti»m cªn cõa si¶u m°t bªc hai (S) vîi ph÷ìng tr¼nh (1.5) n¸u c⃗ ̸= 0⃗
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v 

[c]TA[c] =
n∑

i,j=1

aijcicj = 0. (1.19)

�èi vîi si¶u m°t bªc hai câ t¥m duy nh§t, mët �÷íng th¯ng �i qua
t¥m �÷ñc gåi l  �÷íng ti»m cªn cõa si¶u m°t bªc hai n¸u ph÷ìng
cõa nâ l  ph÷ìng ti»m cªn v  nâ khæng ct si¶u m°t bªc hai.

V½ dö 1.3.4.2. Trong khæng gian afin 2 chi·u ta câ:

+ Elip
x2

a2
+
y2

b2
= 1 khæng câ ph÷ìng ti»m cªn.

+ Hypebol
x2

a2
− y2

b2
= 1 câ hai ph÷ìng ti»m cªn l  c⃗1 = (a, b) v 

c⃗2 = (a,−b). C¡c �÷íng ti»m cªn t÷ìng ùng l 

y =
b

a
x v  y = − b

a
x.

+ Parabol y2 = 2px câ mët ph÷ìng ti»m cªn l  c⃗ = (0, 1) nh÷ng
khæng câ �÷íng ti»m cªn v¼ khæng câ t¥m.

+ �÷íng bªc hai
x2

a2
− y2

b2
= 0 câ t¥m l  gèc tåa �ë v  c¡c ph÷ìng

ti»m cªn l  c⃗1 = (a, b) v  c⃗2 = (a,−b) nh÷ng khæng câ �÷íng ti»m
cªn.

+ �÷íng bªc hai y2 = 1 trong h» tåa �ë (x, y) câ væ sè t¥m (c¡c
�iºm thuëc �÷íng th¯ng y = 0) n¶n khæng câ �÷íng ti»m cªn.

1.3.5 Si¶u ph¯ng k½nh cõa si¶u m°t bªc hai

�ành lþ 1.3.5.1. Cho hai �iºm M1,M2 thay �êi cõa si¶u m°t bªc
hai (S) sao cho �÷íng th¯ng M1M2 câ ph÷ìng cè �ành c⃗ ̸= 0⃗ (m 
khæng ph£i l  ph÷ìng ti»m cªn). Khi �â tªp hñp c¡c trung �iºm cõa
�o¤n th¯ng M1M2 n¬m tr¶n mët si¶u ph¯ng v  si¶u ph¯ng �â �i qua
t¥m (n¸u câ) cõa (S).

Si¶u ph¯ng �â �÷ñc gåi l  si¶u ph¯ng k½nh cõa (S) li¶n hñp vîi
ph÷ìng c⃗, ho°c c⃗ l  ph÷ìng li¶n hñp vîi si¶u ph¯ng k½nh �â.
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Chùng minh. Gi£ sû trong khæng gian afin An vîi möc ti¶u �¢ chån,
si¶u m°t bªc hai (S) câ ph÷ìng tr¼nh:

[x]TA[x] + 2[a]T [x] + a0 = 0. (1.20)

Gi£ sû M1,M2 ∈ (S) v  I (b1, b2, . . . , bn) l  trung �iºm �o¤n th¯ng
M1M2. Ph÷ìng tr¼nh �÷íng th¯ng qua M1,M2 câ d¤ng:

[x] = [b] + [c]λ

(xi = bi + ciλ, i = 1, 2, . . . , n)

trong �â (c1, c2, . . . , cn) l  tåa �ë cõa vectì c⃗. �º t¼m tåa �ë M1,M2

ta gi£i ph÷ìng tr¼nh sau (trong �â P,Q �÷ñc x¡c �ành bði (1.17) v 
(1.18)): (

[c]TA[c]
)
λ2 + 2Pλ+Q = 0. (1.21)

Gi£ sû λ1, λ2 l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (1.21) ùng vîi c¡c giao
�iºm M1,M2. Ta câ

−−→
M1I = (xI)− (xM1) = [b]− ([b] + [c]λ1) = −[c]λ1,
−−→
M2I = (xI)− (xM2) = [b]− ([b] + [c]λ2) = −[c]λ2.

M°t kh¡c,
−−→
M1I +

−−→
M2I = 0⃗ n¶n suy ra [c]λ1 + [c]λ2 = 0 hay

λ1 + λ2 = 0 (do c⃗ ̸= 0⃗).

Vªy P = 0 hay

P = [b]TA[c] + [a]T [c] =
n∑

i,j=1

aijbicj +
n∑

i=1

aici = 0.

hay
[c]T (A[b] + [a]) = 0.

Nh÷ vªy tåa �ë trung �iºm I cõa �o¤n th¯ng M1M2 thäa m¢n
ph÷ìng tr¼nh

[c]T (A[x] + [a]) = 0. (1.22)
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Trong ph÷ìng tr¼nh (1.22) ta câ [c]TA ̸= 0, v¼ n¸u [c]TA = 0 th¼
[c]TA[c] = 0, tùc c⃗ l  ph÷ìng ti»m cªn. Vªy ph÷ìng tr¼nh tr¶n l 
ph÷ìng tr¼nh cõa mët si¶u ph¯ng.

V¼ t¥m cõa (S) câ tåa �ë thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh Ax + a = 0

n¶n công thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh (1.22). Vªy n¸u si¶u m°t bªc hai
(S) câ t¥m th¼ si¶u ph¯ng k½nh li¶n hñp vîi ph÷ìng n o �â chùa måi
t¥m cõa (S).

V½ dö 1.3.5.2. Trong khæng gian afin 2 chi·u ta câ:

1) �÷íng k½nh li¶n hñp vîi ph÷ìng c⃗ = (c1, c2) cõa elip
x2

a2
+
y2

b2
= 1 l  �÷íng th¯ng câ ph÷ìng tr¼nh

c1
a2
x+

c2
b2
y = 0.

2) �÷íng k½nh li¶n hñp vîi ph÷ìng c⃗ = (c1, c2) cõa hypebol
x2

a2
− y2

b2
= 1 l  �÷íng th¯ng câ ph÷ìng tr¼nh

c1
a2
x− c2

b2
y = 0.

3) �÷íng k½nh li¶n hñp vîi ph÷ìng c⃗ = (c1, c2) , (c2 ̸= 0) cõa
parabol y2 = 2px l  �÷íng th¯ng câ ph÷ìng tr¼nh y = p · c1

c2
.

1.3.6 Ti¸p tuy¸n v  si¶u ti¸p di»n cõa si¶u m°t
bªc hai

�ành ngh¾a 1.3.6.1. Trong khæng gian afin An cho si¶u m°t bªc
hai (S). �÷íng th¯ng (d) �÷ñc gåi l  mët ti¸p tuy¸n cõa (S) n¸u:

+ Ho°c ph÷ìng cõa (d) khæng ph£i l  ph÷ìng ti»m cªn cõa (S)
v  (d) ct (S) t¤i �óng mët �iºm (�iºm n y �÷ñc gåi l  ti¸p �iºm).
Ta nâi (d) ti¸p xóc vîi (S) t¤i �iºm �â.

+ Ho°c ph÷ìng cõa (d) l  ph÷ìng ti»m cªn v  (d) n¬m tr¶n (S).

�ành lþ 1.3.6.2. N¸u si¶u m°t bªc hai (S) câ ph÷ìng tr¼nh

[x]TA[x] + 2[a]T [x] + a0 = 0

v  �iºm B (b1, b2, . . . , bn) n¬m tr¶n (S) th¼ �÷íng th¯ng (d) �i qua B
câ ph÷ìng c⃗ = (c1, c2, . . . , cn) l  ti¸p tuy¸n cõa (S) khi v  ch¿ khi

[b]TA[c] + [a]T [c] = 0. (1.23)
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Chùng minh. Thªt vªy, �º t¼m giao cõa (d) v  (S) ta �i �¸n gi£i
ph÷ìng tr¼nh

[c]TA[c]λ2 + 2Pλ+Q = 0.

Trong tr÷íng hñp n y Q = [b]TA[b] + 2[a]T [b] + a0 = 0 v¼ B ∈ (S).
Vªy ph÷ìng tr¼nh tr¶n t÷ìng �÷ìng vîi ph÷ìng tr¼nh

[c]TA[c]λ2 + 2Pλ = 0, (1.24)

hay
λ
(
[c]TA[c]λ+ 2P

)
= 0.

+ N¸u [c]TA[c] ̸= 0, tùc c⃗ khæng ph£i l  ph÷ìng ti»m cªn, �º
�÷íng th¯ng (d) l  ti¸p tuy¸n cõa (S) th¼ �i·u ki»n c¦n v  �õ l  (d)

ct (S) t¤i mët �iºm duy nh§t. �i·u n y t÷ìng �÷ìng vîi P = 0

hay [b]TA[c] + [a]T [c] = 0.

+N¸u [c]TA[c] = 0, khi �â c⃗ l  ph÷ìng ti»m cªn cõa (S), �º �÷íng
th¯ng (d) l  ti¸p tuy¸n cõa (S) th¼ �i·u ki»n c¦n v  �õ l  (d) n¬m
tr¶n (S), tùc l  ph÷ìng tr¼nh (1.24) nhªn måi gi¡ trà cõa λ l  nghi»m.
�i·u n y công t÷ìng �÷ìng vîi P = 0 hay [b]TA[c]+ [a]T [c] = 0.

H» qu£ 1.3.6.3. N¸u B l  mët �iºm k¼ dà cõa (S) th¼ måi �÷íng
th¯ng qua B �·u l  ti¸p tuy¸n cõa (S).

Chùng minh. Thªt vªy, n¸u B (b1, b2, . . . , bn) l  �iºm k¼ dà cõa (S)
th¼ B l  t¥m cõa (S) n¶n tåa �ë cõa nâ thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh
A[b] + [a] = 0 hay [b]TA + [a]T = 0, suy ra [b]TA[c]+ [a]T [c] = 0,
ð �¥y c⃗ = (c1, c2, . . . , cn) l  ph÷ìng cõa �÷íng th¯ng qua B. Theo
�ành lþ 1.3.6.2 �÷íng th¯ng �i qua B l  ti¸p tuy¸n cõa (S), H» qu£
�÷ñc chùng minh.

�ành lþ 1.3.6.4. N¸u B thuëc (S) v  B l  khæng l  �iºm k¼ dà th¼
c¡c ti¸p tuy¸n cõa (S) t¤i B t¤o th nh mët si¶u ph¯ng. Si¶u ph¯ng
�â �÷ñc gåi l  si¶u ti¸p di»n cõa (S) t¤i B.

Chùng minh. Gi£ sû B (b1, b2, . . . , bn) ∈ (S) v  M (x1, x2, . . . , xn) ̸=
B th¼ M n¬m tr¶n ti¸p tuy¸n cõa (S) câ ph÷ìng c⃗ t¤i ti¸p �iºm B
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khi v  ch¿ khi
−−→
BM = λc⃗, λ ̸= 0. �i·u n y t÷ìng �÷ìng vîi tåa �ë

vectì
−−→
BM thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh (1.23), tùc l :

[b]TA([x]− [b]) + [a]T ([x]− [b]) = 0

hay (
[b]TA+ [a]T

)
([x]− [b]) = 0. (1.25)

Do B khæng ph£i l  �iºm k¼ dà n¶n

[b]TA+ [a]T = (A[b] + [a])T ̸= 0.

Do �â ph÷ìng tr¼nh (1.25) l  ph÷ìng tr¼nh cõa mët si¶u ph¯ng.

Trong khæng gian afin 2 chi·u, si¶u ti¸p di»n cõa mët �÷íng bªc
hai ch½nh l  ti¸p tuy¸n cõa nâ.

V½ dö 1.3.6.5. Trong khæng gian afin 2 chi·u ta câ:

1) Ti¸p tuy¸n t¤i �iºm B (b1, b2) cõa elip
x2

a2
+
y2

b2
= 1 l  �÷íng

th¯ng câ ph÷ìng tr¼nh
b1x

a2
+
b2y

b2
= 1.

2) Ti¸p tuy¸n t¤i �iºm B (b1, b2) cõa hypebol
x2

a2
− y2

b2
= 1 l 

�÷íng th¯ng câ ph÷ìng tr¼nh
b1x

a2
− b2y

b2
= 1.

3) Ti¸p tuy¸n t¤i �iºm B (b1, b2) cõa parabol y2 = 2px l  �÷íng
th¯ng câ ph÷ìng tr¼nh b2y = p (x+ b1).

1.3.7 D¤ng chu©n tc cõa si¶u m°t bªc hai

K¸t qu£ sau �¥y cho d¤ng �ìn gi£n nh§t ph÷ìng tr¼nh cõa mët
si¶u m°t bªc hai trong khæng gian afin �èi vîi mët möc ti¶u th½ch
hñp.

�ành lþ 1.3.7.1. Cho (S) l  mët si¶u m°t bªc hai trong khæng gian
afin An. Khi �â tçn t¤i möc ti¶u afin �º ph÷ìng tr¼nh cõa (S) �èi

50



vîi möc ti¶u câ mët trong c¡c d¤ng sau:

− x21 − . . .− x2k + x2k+1 + . . .+ x2r = 1, 0 ≤ k ≤ r, 1 ≤ r ≤ n,

(I)

− x21 − . . .− x2k + x2k+1 + . . .+ x2r = 0, 0 ≤ k ≤
[r
2

]
, 1 ≤ r ≤ n,

(II)

− x21 − . . .− x2k + x2k+1 + . . .+ x2r = xr+1, 0 ≤ k ≤
[r
2

]
, 1 ≤ r < n.

(III)

Ta gåi c¡c ph÷ìng tr¼nh tr¶n l  ph÷ìng tr¼nh d¤ng chu©n tc cõa
si¶u m°t bªc hai.

Chùng minh. X²t d¤ng to n ph÷ìng
∑n

i,j=1 aijx
2
ix

2
j . Ta bi¸t r¬ng câ

thº t¼m �÷ñc mët cì sð ϵ′ = {e⃗′1, e⃗′2, . . . , e⃗′n} sao cho d¤ng to n
ph÷ìng �èi vîi cì sð �â trð th nh chu©n tc, tùc l  câ d¤ng

n∑
i=1

ϵix
′2
i vîi ϵi = ±1 ho°c ϵi = 0. (1.26)

Khi �â �èi vîi möc ti¶u afin {O; e⃗′1, e⃗′2, . . . , e⃗′n} ph÷ìng tr¼nh cõa
S câ d¤ng

n∑
i=1

ϵix
′2
i + 2

n∑
i=1

a′ix
′
i + a′0 = 0. (1.27)

V¼ aij khæng �çng thíi b¬ng 0 n¶n ph£i câ nhúng ϵi ̸= 0. Ta câ thº
gi£ sû

ϵi ̸= 0 vîi i = 1, 2, . . . , r, 1 ≤ r ≤ n; (1.28)

ϵj = 0 vîi i = r + 1, 2, . . . , n. (1.29)

Dòng ph²p �êi möc ti¶u{
Xi = x′i + ϵia

′
i, i = 1, 2, . . . , r;

Xi = x′i, i = r + 1, 2, . . . , n,
(1.30)

ta �÷a ph÷ìng tr¼nh (1.27) trð n¶n:
n∑

i=1

ϵiX
2
i + 2

n∑
i=r+1

a′iXi + a′′0 = 0. (1.31)
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- N¸u trong (1.31) câ a′r+1 = a′r+2 = . . . = a′n v  a′′0 = 0 ta �÷ñc
ph÷ìng tr¼nh cõa S l 

r∑
i=1

ϵiX
2
i = 0, ϵi = ±1, 1 ≤ r ≤ n. (1.32)

- N¸u trong (1.31) câ a′r+1 = a′r+2 = . . . = a′n v  a′′0 ̸= 0, th¼ b¬ng
c¡ch �°t λi = − ϵi

a′′0
, i = 1, 2, . . . , r, ta �÷ñc d¤ng (I)

r∑
i=1

λiX
2
i = 1.

Sau �â dòng ph²p �êi möc ti¶u
X ′

i =
√
λi n¸u λi > 0;

X ′
i =

√
−λi n¸u λi < 0;

X ′
k = Xk n¸u r < k < n.

(1.33)

Khi �â ph÷ìng tr¼nh (1.33) s³ �÷ñc �÷a v· d¤ng (II)

r∑
i=1

ϵiX
′2
i = 1, 1 ≤ r ≤ n.

- N¸u trong (1.31) câ ½t nh§t mët h» sè a′j ̸= 0 ch¯ng h¤n a′r+1 ̸= 0,
ta dòng ph²p �êi möc ti¶u{

X ′
r+1 =

∑n
j=r+1 a

′
jXj −

b

2
;

X ′
i = Xi, i ̸= r + 1;

(1.34)

ta �÷a ph÷ìng tr¼nh (1.33) v· d¤ng (III)

r∑
i=1

ϵiX
2
i = 2Xr+1, ϵi = ±1, 1 ≤ r ≤ n− 1.

Vªy ta �¢ chùng minh �÷ñc r¬ng b¬ng c¡ch chån möc ti¶u th½ch
hñp, måi si¶u m°t bªc hai S trong An �·u câ ph÷ìng tr¼nh thuëc
mët trong c¡c d¤ng tr¶n.
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Nhªn x²t 1.3.7.2. i) N¸u ph÷ìng tr¼nh cõa si¶u m°t bªc hai (S)
câ d¤ng (I) th¼ (S) câ t¥m v  t¥m khæng thuëc (S).

ii) N¸u ph÷ìng tr¼nh cõa si¶u m°t bªc hai (S) câ d¤ng (II) th¼
(S) câ t¥m v  t¥m thuëc (S).

iii) N¸u ph÷ìng tr¼nh cõa si¶u m°t bªc hai (S) câ d¤ng (III) th¼
(S) khæng câ t¥m.

iv) Méi si¶u m°t bªc hai, ph÷ìng tr¼nh d¤ng chu©n tc cõa nâ
ch¿ thuëc mët trong 3 d¤ng tr¶n v  ùng vîi mët c°p ch¿ sè (k, r)

x¡c �ành. �i·u n y suy tø 1, 2, 3) ð tr¶n v  sü b§t bi¸n qua ph²p �êi
tåa �ë cõa ch¿ sè k v  h¤ng r cõa ma trªn c¡c h» sè bªc hai trong
ph÷ìng tr¼nh cõa si¶u m°t.

Tø nhªn x²t tr¶n ta câ �ành ngh¾a sau.

�ành ngh¾a 1.3.7.3. Hai si¶u m°t bªc hai trong khæng gian afin
thüc An �÷ñc gåi l  còng lo¤i n¸u ph÷ìng tr¼nh chu©n tc cõa chóng
câ còng d¤ng (I) ho°c (II) ho°c (III) vîi gi¡ trà cõa k v  r gièng
nhau.

�ành lþ 1.3.7.4. i) Ph²p afin bi¸n mët si¶u m°t bªc hai th nh si¶u
m°t bªc hai còng lo¤i.

ii) Hai si¶u m°t bªc hai còng lo¤i l  t÷ìng �÷ìng afin.

Chùng minh. i) Ta nhªn th§y r¬ng ph²p bi¸n �êi afin bi¸n möc ti¶u
th nh möc ti¶u v  tåa �ë cõa mët �iºm �èi vîi mët möc ti¶u công
ch½nh l  tåa �ë cõa �iºm £nh �èi vîi möc ti¶u £nh. V¼ vªy ph÷ìng
tr¼nh cõa mët si¶u m°t bªc hai công ch½nh l  ph÷ìng tr¼nh cõa si¶u
m°t bªc hai £nh �èi vîi möc ti¶u £nh. Do �â si¶u m°c bªc hai v 
£nh cõa nâ câ còng lo¤i.

ii) Gi£ sû hai si¶u m°t bªc hai còng lo¤i (S1) , (S2) câ d¤ng
chu©n tc l  nh÷ nhau �èi vîi c¡c möc ti¶u {O;E1, . . . , En} v 
{O′;E ′

1, . . . , E
′
n} t÷ìng ùng. X²t ph²p afin f bi¸n c¡c �iºm O, E1,

. . ., En t÷ìng ùng th nh c¡c �iºm O′, E ′
1, . . ., E ′

n. Khi �â £nh cõa
(S1) qua f l  si¶u m°t bªc hai câ ph÷ìng tr¼nh nh÷ (S1) �èi vîi möc
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ti¶u {O′;E ′
1, . . . , E

′
n}, do �â tròng vîi (S2). Vªy (S1) , (S2) l  t÷ìng

�÷ìng afin.

1.3.8 Ph¥n lo¤i c¡c �÷íng bªc hai trong m°t
ph¯ng

Düa v o �ành lþ v· ph÷ìng tr¼nh d¤ng chu©n tc cõa si¶u m°t
bªc hai ð tr¶n (�ành lþ 1.3.7.1), trong khæng gian afin A2 câ t§t c£
9 lo¤i �÷íng bªc hai (si¶u m°t bªc hai) sau:

1. x21 + x22 = 1 �÷íng elip.
2. − x21 + x22 = 1 �÷íng hypebol.
3. − x21 − x22 = 1 �÷íng elip £o.
4. x21 + x22 = 0 c°p �÷íng th¯ng £o ct nhau.
5. − x21 + x22 = 0 c°p �÷íng th¯ng ct nhau.
6. x21 = x2 parabol.
7. x21 = 1 c°p �÷íng th¯ng song song.
8. − x21 = 1 c°p �÷íng th¯ng £o song song.
9. x21 = 0 c°p �÷íng th¯ng tròng nhau.

Ta nhªn th§y c¡c �÷íng bªc hai khæng suy bi¸n, kh¡c réng ch¿
thuëc 1 trong 3 lo¤i: elip, hypebol, parabol, ta cán gåi chóng l  c¡c
�÷íng conic.

V½ dö 1.3.8.1. X¡c �ành lo¤i cõa �÷íng bªc hai sau trong m°t
ph¯ng A2 :

x21 + 2x1x2 + 3x22 + 2x1 − 4x2 + 1 = 0.

Gi£i. Bi¸n �êi v¸ tr¡i ph÷ìng tr¼nh, ta câ

(x1 + x2)
2 + 2x22 + 2x1 − 4x2 + 1 = 0.

�êi tåa �ë theo cæng thùc
{
x′1 = x1 + x2
x′2 = x2

, ph÷ìng tr¼nh tr¶n câ

d¤ng
x′21 + 2x′22 + 2x′1 − 6x′2 + 1 = 0.

Bi¸n �êi v¸ tr¡i, ta câ

(x′1 + 1)
2
+ 2

(
x′1 −

3

2

)2

− 9

2
= 0.
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Ti¸p töc �êi tåa �ë 
x′′ =

√
2

3
x′1 +

√
2

3

x′′2 =
2

3
x′2 +

1√
2

.

Ta câ ph÷ìng tr¼nh cõa �÷íng bªc hai trong h» tåa �ë mîi l 

x′′
2
1 + x′′

2
2 = 1.

Do �â �÷íng bªc hai l  mët elip.

1.3.9 Ph¥n lo¤i c¡c m°t bªc hai trong khæng
gian 3 chi·u

Công theo c¡ch ph¥n lo¤i düa tr¶n ph÷ìng tr¼nh chu©n tc cõa
si¶u m°t bªc hai, trong khæng gian afin 3 chi·u ta câ t§t c£ 17 lo¤i
m°t bªc hai, �â l  c¡c m°t còng vîi t¶n gåi sau �¥y

1. x21 + x22 + x23 = 1 elipxoit.
2. − x21 + x22 + x23 = 1 hypeboloit mët t¦ng.
3. − x21 − x22 + x23 = 1 hypeboloit hai t¦ng.
4. − x21 − x22 − x23 = 1 elipxoit £o.
5. x21 + x22 + x23 = 0 m°t nân £o.
6. − x21 + x22 + x23 = 0 m°t nân.
7. x21 + x22 = 2x3 paraboloit eliptic.
8. − x21 + x22 = 2x3 paraboloit hypebolic (m°t y¶n ngüa).
9. x21 + x22 = 1 trö eliptic.
10. − x21 + x22 = 1 trö hypebolic.
11. − x21 − x22 = 1 trö eliptic £o.
12. x21 + x22 = 0 c°p m°t ph¯ng £o ct nhau.
13. − x21 + x22 = 0 c°p m°t ph¯ng ct nhau.
14. − x21 = 2x2 trö parabolic.
15. x21 = 1 c°p m°t ph¯ng song song.
16. − x21 = 1 c°p m°t ph¯ng £o song song.
17. x21 = 0 c°p m°t ph¯ng tròng nhau.
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1.4 Mët sè k¸t qu£ v· �a thùc bªc hai
tr¶n khæng gian afin (b i �åc th¶m)

Trong ph¦n n y chóng tæi giîi thi»u mët sè k¸t qu£ g¦n �¥y, mët
sè b i to¡n mð v  mët v i h÷îng nghi¶n cùu mîi li¶n quan tîi h¼nh
håc tuy¸n t½nh, hy vång r¬ng c¡c ki¸n thùc mîi n y s³ l  ti·n �· cho
c¡c sinh vi¶n y¶u th½ch nghi¶n cùu khoa håc kh¡m ph¡ ra �÷ñc c¡c
t½nh ch§t mîi, gâp ph¦n l m phong phó th¶m ki¸n thùc cho mæn
håc n y.

Nh÷ chóng ta �¢ håc ð c¡c ph¦n tr÷îc, mët si¶u m°t bªc hai
ch½nh l  tªp nghi»m cõa mët �a thùc bªc hai, tùc l  tªp nghi»m cõa
ph÷ìng tr¼nh câ d¤ng sau:

f(x) =
n∑

i,j=1

aijxixj + 2
n∑

i=1

bixi + c0 = 0. (1.35)

Mët c¥u häi �°t ra l  �i·u ki»n �º ph÷ìng tr¼nh tr¶n câ nghi»m.
D¹ th§y, vîi n = 1 th¼ ph÷ìng tr¼nh (1.35) câ nghi»m khi v  ch¿ khi
∆′ = b21− a1c0 ≥ 0. Vîi n > 1 th¼ ph÷ìng tr¼nh (1.35) câ nghi»m khi
v  ch¿ khi ho°c ma trªn Ā câ c¡c gi¡ trà ri¶ng tr¡i d§u ho°c ma trªn
Ā câ c¡c gi¡ trà ri¶ng còng d§u v  n¸u f(x∗) ̸= 0 th¼ f(x∗) ph£i câ
d§u ng÷ñc vîi d§u cõa c¡c gi¡ trà ri¶ng cõa Ā, trong �â

A =

a11 . . . a1n
... . . . ...
an1 . . . ann

 , b =

b1...
bn

 , Ā =


a11 . . . a1n b1
... . . . ...

...
an1 . . . ann bn
b1 . . . bn c0


v  x∗ l  mët nghi»m cõa h» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh Ax+ b = 0.

C¥u häi s³ trð n¶n khâ hìn n¸u chóng ta x²t sü câ nghi»m cõa
h» hai hay nhi·u ph÷ìng tr¼nh, b§t ph÷ìng tr¼nh bªc hai nhi·u bi¸n.
Sau �¥y chóng tæi giîi thi»u mët v i k¸t qu£ v· c¥u häi n y. �º thuªn
ti»n cho vi»c tr¼nh b y, trong suèt möc n y ta kþ hi»u {f ∗ α} =

{x ∈ An : f(x) ∗ α} trong �â ∗ thuëc tªp c¡c d§u =,≤, <,≥, >.
Chóng ta dòng c¡c kþ hi»u A ⪰ 0, A ≻ 0, A ⪯ 0, A ≺ 0 �º ch¿ A l 

56



ma trªn nûa x¡c �ành d÷ìng (tùc l  ma trªn �èi xùng câ c¡c gi¡ trà
ri¶ng khæng ¥m), ma trªn x¡c �ành d÷ìng (tùc l  ma trªn �èi xùng
câ c¡c gi¡ trà ri¶ng d÷ìng), ma trªn nûa x¡c �ành ¥m (tùc −A ⪰ 0),
ma trªn x¡c �ành ¥m t÷ìng ùng (tùc −A ≻ 0).

�ành lþ 1.4.0.1. 1 Trong khæng gian afin An vîi möc ti¶u cho tr÷îc,
cho c¡c �a thùc f(x) = xTAx+2aTx+ a0, g(x) = xTBx+2bTa+ b0

thäa m¢n �i·u ki»n {x ∈ An : g(x) < 0} ≠ ∅. Khi �â h» {f(x) <
0, g(x) ≤ 0} væ nghi»m khi v  ch¿ khi tçn t¤i sè thüc λ ≥ 0 sao cho
f(x) + λg(x) ≥ 0 mîi måi x ∈ An.

�ành lþ 1.4.0.2. 2 Trong khæng gian afin An vîi möc ti¶u cho
tr÷îc, cho c¡c �a thùc fi(x) = xTAx+2bTi x+ ci, i = 0, . . . ,m, trong
�â A ≻ 0, m < n v  c¡c tªp {x ∈ An : f1(x) < 0}, . . . , {x ∈ An :

fm(x) < 0} �·u kh¡c réng. Khi �â h» {f0(x) < 0, f1(x) ≤ 0, fm(x) ≤
0} væ nghi»m khi v  ch¿ khi tçn t¤i c¡c sè thüc λi ≥ 0 sao cho
f0(x) + λ1f1(x) + . . .+ λmfm(x) ≥ 0 mîi måi x ∈ An.

�ành lþ 1.4.0.3. 3 Trong khæng gian afin An vîi möc ti¶u cho tr÷îc,
x²t c¡c �a thùc f(x) = xTAx+ 2aTx+ a0, g(x) = xTBx+ 2bTx+ b0

trong �â c¡c tªp {x ∈ An : g(x) < 0}, {x ∈ An : g(x) > 0} �·u kh¡c
réng. Khi �â h» {f(x) < 0, g(x) = 0} væ nghi»m khi v  ch¿ khi tçn
t¤i sè thüc λ sao cho f(x) + λg(x) ≥ 0 mîi måi x ∈ An trø tr÷íng
hñp sau: A câ duy nh§t mët gi¡ trà ri¶ng ¥m, B = 0, b ̸= 0 v [

V TAV V T (Ax0 + a)(
xT0A+ aT

)
V f (x0)

]
⪰ 0,

trong �â x0 = − d
2bT b

b, V ∈ Rn×(n−1) l  ma trªn cì sð cõa N (b), ð
�¥y N (b) = {x ∈ An : bTx = 0}.

1V. A. Yakubovich (1971), S-procedure in nolinear control theory. Vestnik
Leninggradskogo Universiteta, Ser. Matematika, 62�77.

2A. Beck (2007), On the convexity of a class of quadratic mappings and its ap-
plication to the problem of finding the smallest ball enclosing a given intersection
of balls. Journal of Global Optimization, 39, 113�126.

3Y. Xia, S. Wang and R. L. Sheu (2016), S-lemma with equality and its
applications. Mathematical Programming, 156, 513�547.
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�º �¤t �÷ñc c¡c k¸t qu£ n¶u tr¶n, c¡c t¡c gi£ dòng kh¡ nhi·u
ki¸n thùc hi»n �¤i thuëc nhi·u chuy¶n ng nh kh¡c nhau cõa To¡n
håc. G¦n �¥y câ ph÷ìng ph¡p ti¸p cªn kh¡c, ph¡t triºn c¡c ki¸n
thùc mîi thuëc H¼nh håc tuy¸n t½nh, theo �â c¡c k¸t qu£ nêi bªt
ð tr¶n v  r§t nhi·u k¸t qu£ kh¡c �÷ñc chùng minh mët c¡ch ngn
ngån, d¹ hiºu v  d¹ ti¸p cªn hìn. Ð ph¦n ti¸p theo chóng tæi s³ giîi
thi»u ph÷ìng ph¡p ti¸p cªn mîi n y v  �çng thíi giîi thi»u mët sè
k¸t qu£ nêi bªt g¦n �¥y.

1.4.1 Sp x¸p c¡c tªp mùc cõa �a thùc bªc hai

Trong möc n y chóng ta luæn gi£ thi¸t f(x), g(x) l  c¡c �a thùc
l¦n l÷ñt câ d¤ng f(x) = xTAx+2aTx+a0, g(x) = xTBx+2bTx+ b0.

�ành ngh¾a 1.4.1.1. 1 Trong khæng gian afin An vîi möc ti¶u
cho tr÷îc, cho c¡c �a thùc f(x), g(x), tªp {f ∗ 0} �÷ñc gåi l  t¡ch
�÷ñc bði g t¤i 0 n¸u tçn t¤i 2 tªp kh¡c réng L+ v  L− sao cho
{f ∗ 0} = L+ ∪ L− v  g(x)g(y) < 0 vîi måi x ∈ L+, y ∈ L−.

Nhªn x²t 1.4.1.2. Tø �ành ngh¾a tr¶n ta suy ra r¬ng n¸u tªp {f∗0}
t¡ch �÷ñc bði g t¤i 0 th¼:

i) Tªp {f ∗ 0} �÷ñc chia th nh 2 ph¦n, mët ph¦n n¬m trong
{g < 0} ph¦n cán l¤i n¬m trong {g > 0}.

ii) {f ∗ 0} ∩ {g = 0} = ∅, tùc g(x) = 0 khæng câ nghi»m trong
tªp {f ∗ 0}.

�ành lþ 1.4.1.3. 1 Trong khæng gian afin An vîi möc ti¶u cho
tr÷îc, cho �a thùc f(x) = xTAa + 2aTx + a0, khi �â tªp {f < 0}
khæng li¶n thæng khi v  ch¿ khi tçn t¤i mët möc ti¶u �º �èi vîi möc
ti¶u mîi f(x) câ d¤ng sau

−x21 + δ(x22 + . . .+ x2m) + γ, (1.36)

trong �â δ, γ ∈ {0, 1}.
1H. Q. Nguyen and R. L. Sheu (2019), Geometric properties for level sets of

quadratic functions. Journal of Global Optimization, 73, 349�369.

58



V½ dö 1.4.1.4. Trong A2 cho �a thùc bªc hai f(x) = x21 + 4x1x2 +

3x22 + x1 + x2 + α.

- Vîi α = 1 th¼ tªp {f < 0} l  khæng li¶n thæng (H¼nh 1.6).

H¼nh 1.6: {f < 0} khæng li¶n thæng.

- Vîi α = 0 th¼ tªp {f < 0} l  khæng li¶n thæng (H¼nh 1.7).

H¼nh 1.7: {f < 0} khæng li¶n thæng.

- Vîi α = −1 th¼ tªp {f < 0} l  li¶n thæng (H¼nh 1.8).

H¼nh 1.8: {f < 0} li¶n thæng.
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H» qu£ 1.4.1.5. 1 Trong khæng gian afin An vîi möc ti¶u cho tr÷îc,
cho �a thùc f(x) = xTAx + 2aTx + a0, khi �â tªp {f ≤ 0} khæng
li¶n thæng khi v  ch¿ khi tçn t¤i mët möc ti¶u �º �èi vîi möc ti¶u
mîi f(x) câ d¤ng sau

−x21 + δ(x22 + . . .+ x2m) + γ, (1.37)

trong �â δ ∈ {0, 1}, γ = 1.

�ành lþ 1.4.1.6. 1H. Q. Nguyen and R. L. Sheu (2019), Geometric
properties for level sets of quadratic functions. Journal of Global
Optimization, 73, 349�369. Trong khæng gian afin An vîi möc ti¶u
cho tr÷îc, cho c¡c �a thùc f(x) = xTAx+ aTa+ a0, g(x) = xTBx+

bTx + b0. Khi �â tªp {f < 0} �÷ñc t¡ch bði g t¤i 0 n¸u v  ch¿ n¸u
tçn t¤i mët möc ti¶u sao cho �èi vîi möc ti¶u n y

(i) f(x) câ d¤ng −x21 + δ(x22 + . . .+ x2m) + θ,

(ii) g(x) câ d¤ng b1x1 + δ(b2x2 + . . .+ bmxm) + b0, b1 ̸= 0,

(iii) f |{g=0}(x) = −(δ
b2
b1
x2 + . . . + δ

bm
b1
xm +

b0
b1
)2 + δ(x22 + . . . +

x2m) + θ ≥ 0, ∀(x2, . . . , xn),
trong �â δ, θ ∈ {0, 1}.

�°c bi»t, n¸u B ̸= 0 th¼ {f < 0} khæng thº t¡ch �÷ñc bði g t¤i 0.

x

y

L− L+

{g = 0}

H¼nh 1.9
1H. Q. Nguyen and R. L. Sheu (2019), Geometric properties for level sets of

quadratic functions. Journal of Global Optimization, 73, 349�369.
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V½ dö 1.4.1.7. Trong khæng gian afin A2 cho f(x) = x21−1, g(x) =

x1 khi �â tªp mùc {f = 0} gçm 2 �÷íng th¯ng l¦n l÷ñt câ ph÷ìng
tr¼nh x1 = −1 v  x1 = 1. �°t L− = {(x1, x2) ∈ A2 : x1 = −1},
L+ = {(x1, x2) ∈ A2 : x1 = 1}, d¹ th§y r¬ng L− ∪ L+ = {f = 0} v 
g(x)g(y) < 0 vîi måi x ∈ L−, y ∈ L+ (H¼nh 1.9).

�ành lþ 1.4.1.8. 1 Trong khæng gian afin An vîi möc ti¶u cho tr÷îc,
cho c¡c �a thùc f(x) = xTAx + aTa + a0, g(x) = xTBx + bTx + b0,
khi �â tªp mùc {f = 0} �÷ñc t¡ch bði g t¤i 0 khi v  ch¿ khi tçn t¤i
λ ∈ R sao cho B = λA v  tªp mùc {f = 0} �÷ñc t¡ch bði −λf + g

t¤i 0.

Sau �¥y l  c¡c v½ dö minh håa cho t½nh t¡ch �÷ñc cõa c¡c tªp mùc:

H¼nh 1.10: Vîi f(x, y) = −x2+4y2 v  g(x, y) = 2x− y th¼ tªp {f < 0}
�÷ñc t¡ch bði g t¤i 0, trong khi �â {f = 0} khæng thº �÷ñc t¡ch bði g t¤i
0.

1H. Q. Nguyen and R. L. Sheu (2020), Separation properties of quadratic
functions. Available from: https://doi.org/10.13140/RG.2.2.18518.88647.
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H¼nh 1.11: Vîi f(x, y) = −x2 + 4y2 − 1 v  g(x, y) = x − 5y th¼ tªp
{f = 0} �÷ñc t¡ch bði g t¤i 0 trong khi �â {f < 0} khæng thº �÷ñc t¡ch
bði g t¤i 0.

H¼nh 1.12: Tªp {f = 0} �÷ñc t¡ch bði g t¤i 0 v¼ mët nh¡nh cõa
{f = 0} n¬m trong {g < 0} v  mët nh¡nh kh¡c n¬m trong {g > 0}.
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H¼nh 1.13: V¼ {g = 0}∩{f = 2} ≠ ∅, {g = 0} khæng thº �÷ñc t¡ch
bði f − 2 t¤i 0 v  {f = 2} khæng thº �÷ñc t¡ch bði g t¤i 0.

Bê �· 1.4.1.9. 1 Trong khæng gian afin An vîi möc ti¶u cho tr÷îc,
cho c¡c �a thùc f(x) = xTAx + 2aTa + a0, h(x) = cTx + c0, khi
�â {f = 0} �÷ñc t¡ch bði h t¤i 0 n¸u v  ch¿ n¸u ho°c

(
f̄ , Ā, ā

)
=

(f, A, a) ho°c
(
f̄ , Ā, ā

)
= (−f,−A,−a) thäa m¢n c¡c �i·u ki»n sau:

i) Ā câ duy nh§t mët gi¡ trà ri¶ng ¥m, ā ∈ R(Ā) = {Āx : x ∈ Rn},

ii) c ∈ R(Ā), c ̸= 0,

iii) V T ĀV ⪰ 0, w̄ ∈ R(V T ĀV ), v  f̄(x0)− w̄T (V T ĀV T )†w̄ > 0,

trong �â w̄ = V T (Āx0 + ā), x0 =
−c0
cT c

c, v  V ∈ Rn×(n−1) l  ma trªn

cì sð cõa N (cT ).

Chóng ta câ thº quan s¡t r¬ng, sü t¡ch x£y ra vîi c¡c tªp {g = 0}
v  {f = 0}, nh÷ h¼nh 1.12, th¼ c¡c th nh ph¦n li¶n thæng cõa c¡c
tªp n y n y �÷ñc sp x¸p xen k³. Bê �· sau �¥y kh¯ng �ành quan
s¡t n y l  �óng.

1H. Q. Nguyen, Ya Chi and R. L. Sheu (2022), Two quadratic mappings have
a convex joint range when their level sets do not mutually separate. Journal of
Industrial and Management Optimization, 18, 575�592.
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Bê �· 1.4.1.10. 1 Gi£ sû r¬ng f v  g l  c¡c �a thùc bªc hai, khi �â
n¸u {g = 0} �÷ñc t¡ch bði f t¤i 0, th¼ {f = 0} công �÷ñc t¡ch bði g
t¤i 0.

M»nh �· sau �¥y ch¿ ra r¬ng t½nh ch§t t¡ch câ thº �÷ñc giú
nguy¶n bði mët tê hñp tuy¸n t½nh th½ch hñp cõa f v  g.

M»nh �· 1.4.1.11. 1 Trong khæng gian afin An vîi möc ti¶u cho
tr÷îc, x²t c¡c �a thùc f(x) = xTAx + 2aTx + a0, g(x) = xTBx +

2bTx + b0. Khi �â n¸u {f = 0} �÷ñc t¡ch bði g t¤i 0, th¼ {σf = 0}
�÷ñc t¡ch bði ηf + θg t¤i 0 �èi vîi ∀η ∈ R,∀θ, σ ∈ R \ {0}.

M»nh �· sau �÷ñc xem nh÷ m»nh �· �£o cõa M»nh �· 1.4.1.11.

M»nh �· 1.4.1.12. 1 Trong khæng gian afin An vîi möc ti¶u cho
tr÷îc, x²t c¡c �a thùc f(x) = xTAx + 2aTx + a0, g(x) = xTBx +

2bTx + b0. Gi£ sû {ηf + θg = 0} �÷ñc t¡ch bði σf + τg t¤i 0 vîi
η, θ, σ, τ n o �â thäa m¢n σθ − τη ̸= 0. Khi �â:

i) N¸u A ̸= 0, B ̸= 0 th¼ tªp {f = 0} �÷ñc t¡ch bði g t¤i 0 v  tªp
{g = 0} �÷ñc t¡ch bði f t¤i 0;

ii) N¸u A ̸= 0, B = 0 th¼ tªp {f ∗ 0} �÷ñc t¡ch bði g t¤i 0.

1.4.2 Ùng döng

Trong möc n y chóng ta luæn gi£ thi¸t f(x), g(x) l  c¡c �a thùc
l¦n l÷ñt câ d¤ng f(x) = xTAx+2aTx+a0, g(x) = xTBx+2bTx+ b0.

a) B i to¡n v· sü câ nghi»m cõa h» ph÷ìng tr¼nh bªc hai

Sau �¥y chóng tæi dòng c¡c k¸t qu£ tr¶n �º �÷a ra mët �i·u ki»n
c¦n v  �õ �º h» {f(x) < 0, g(x) ≤ 0} væ nghi»m. Chó þ r¬ng n¸u g(x)
luæn khæng ¥m th¼ tªp {g ≤ 0} l  mët c¡i ph¯ng ho°c l  tªp réng,
n¸u g(x) luæn khæng d÷ìng th¼ tªp {g ≥ 0} l  mët c¡i ph¯ng ho°c
l  tªp réng, khi �â h» {f(x) < 0, g(x) ≤ 0} trð n¶n t¦m th÷íng. Do

1H. Q. Nguyen and R. L. Sheu (2020), Separation properties of quadratic
functions. Available from: https://doi.org/10.13140/RG.2.2.18518.88647.
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�â �èi vîi b i to¡n x²t t½nh câ nghi»m cõa h» {f(x) < 0, g(x) = 0},
chóng ta luæn gi£ thi¸t r¬ng g(x) nhªn �çng thíi gi¡ trà ¥m v  gi¡
trà d÷ìng tr¶n An. T÷ìng tü �èi vîi b i to¡n x²t t½nh câ nghi»m cõa
h» {f(x) < 0, g(x) ≤ 0} ta luæn gi£ thi¸t r¬ng tçn t¤i x∗ ∈ An �º
g(x∗) < 0, tùc tªp {g < 0} ≠ ∅.

�ành lþ 1.4.2.1. 1 Gi£ sû {g < 0} ≠ ∅ th¼ h» {f(x) < 0, g(x) ≤ 0}
væ nghi»m khi v  ch¿ khi tçn t¤i λ ≥ 0 �º f(x) + λg(x) ≥ 0 vîi måi
x ∈ An.

�ành lþ 1.4.2.2. 2 Gi£ sû g(x) nhªn gi¡ trà ¥m v  d÷ìng trong An

th¼ h» {f(x) < 0, g(x) = 0} væ nghi»m nh÷ng khæng tçn t¤i λ �º
f(x) + λg(x) ≥ 0 vîi måi x n¸u v  ch¿ n¸u {f < 0} �÷ñc t¡ch bði g
t¤i 0.

H» qu£ 1.4.2.3. 2 Gi£ sû g(x) nhªn gi¡ trà ¥m v  d÷ìng tr¶n An

th¼ h» {f(x) < 0, g(x) = 0} væ nghi»m nh÷ng khæng tçn t¤i λ �º
f(x) + λg(x) ≥ 0 vîi måi x khi v  ch¿ khi tçn t¤i mët möc ti¶u �º
�èi vîi möc ti¶u n y
f(x) câ d¤ng − x21 + δ(x22 + . . .+ x2m) + θ,

g(x) câ d¤ng bªc nh§t b1x1 + δ(b2x2 + . . .+ bmxm) + b0, b1 ̸= 0,

f |{g=0}(x) = −(δ
b2
b1
x2 + . . .+ δ

bm
b1
xm +

b0
b1
)2 + δ(x22 + . . .+ x2m)+

+θ ≥ 0,∀(x2, . . . , xn), trong �â δ, θ ∈ {0, 1}.

�ành lþ 1.4.2.4. 2 Gi£ sû g(x) nhªn �çng thíi gi¡ trà ¥m v  d÷ìng
tr¶n An v  h» f(x) < 0, g(x) = 0 væ nghi»m. Khi �â

i) n¸u B ̸= 0 th¼ tçn t¤i λ �º f(x) + λg(x) ≥ 0 vîi måi x,

ii) n¸u B = 0 th¼ tçn t¤i λ �º f(x) + λg(x) ≥ 0 vîi måi x khi v 
ch¿ khi {f < 0} l  li¶n thæng,

1V. A. Yakubovich (1971), S-procedure in nolinear control theory. Vestnik
Leninggradskogo Universiteta, Ser. Matematika, 62�77.

2H. Q. Nguyen and R. L. Sheu (2019), Geometric properties for level sets of
quadratic functions. Journal of Global Optimization, 73, 349�369.
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iii) n¸u {f < 0} l  li¶n thæng th¼ tçn t¤i λ �º f(x) + λg(x) ≥ 0

vîi måi x,

iv) n¸u {f < 0} l  khæng li¶n thæng th¼ tçn t¤i λ �º f(x)+λg(x) ≥
0 vîi måi x khi v  ch¿ khi B ̸= 0.

b) B i to¡n v· t½nh ch§t cõa tªp £nh cõa c¡c ¡nh x¤ �a thùc
bªc hai

Ð ph¦n �¦u cõa möc n y chóng tæi giîi thi»u t½nh ch§t £nh cõa
tªp {f < 0} qua ¡nh x¤ g:

g({f < 0}) = {s ∈ R| ∃ x ∈ {f < 0} sao cho g(x) = s} . (1.38)

Nhªn x²t 1.4.2.5. N¸u {f < 0} l  li¶n thæng th¼ g({f < 0}) công
l  li¶n thæng do �â g({f < 0}) l  mët kho£ng trong R, bi¶n cõa
nâ l  inf v  sup cõa g tr¶n tªp {f < 0}, do �â t½nh ch§t cõa tªp
g({f < 0}) l  kh¡ �ìn gi£n. Tr÷íng hñp cán l¤i n¸u {f < 0} khæng
li¶n thæng th¼ t½nh ch§t cõa g({f < 0}) phùc t¤p hìn, tuy nhi¶n hi»n
nay chóng câ thº �÷ñc nghi¶n cùu b¬ng c¡c sû döng c¡c t½nh ch§t
cõa sü sp x¸p c¡c tªp mùc cõa c¡c �a thùc bªc hai.

Bê �· 1.4.2.6. 1 N¸u tçn t¤i η < γ < β trong g(An) sao cho
{g = η} ∩ {f < 0} ≠ ∅, {g = β} ∩ {f < 0} ≠ ∅ nh÷ng {g =

γ} ∩ {f < 0} = ∅ (suy ra g({f < 0}) khæng li¶n thæng) th¼ {f < 0}
�÷ñc t¡ch bði g − γ t¤i 0.

�ành lþ 1.4.2.7. 1 Tªp g({f < 0}) l  khæng li¶n thæng n¸u v  ch¿
n¸u tçn t¤i γ ∈ g(Rn) sao cho {f < 0} �÷ñc t¡ch bði g − γ t¤i 0.
�°c bi»t n¸u B ̸= 0 th¼ g({f < 0}) l  li¶n thæng (nâ l  mët kho£ng
trong R).

�ành lþ 1.4.2.8. 1 Tªp g({f < 0}) l  khæng li¶n thæng n¸u v  ch¿
n¸u nâ câ d¤ng (−∞, α) ∪ (β,+∞) trong �â [α, β] câ thº t½nh to¡n
�÷ñc b¬ng mët cæng thùc t÷íng minh.

1 H. Q. Nguyen and R. L. Sheu (2019), Geometric properties for level sets of
quadratic functions. Journal of Global Optimization, 73, 349�369.
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Sau �¥y l  v½ dö v· x¡c �ành tªp g({f < 0}) khi nâ l  tªp khæng
li¶n thæng.

V½ dö 1.4.2.9. Gi£ sû g(x, y) = x−y, f(x, y) = −x2+3y2+2z2+4.

Ta câ {g = 0} ∩ {f < 0} = ∅ v 

(g({f < 0}))C = {t ∈ R| {g = t} ∩ {f < 0} = ∅}
= {t ∈ R| − (t+ y)2 + (3y2 + 2z2) + 4 ≥ 0, ∀y, z}

=

t ∈ R|

 2 0 −t
0 2 0
−t 0 4− t2

 ⪰ 0


=

{
t ∈ R| 4− 3t2

2
≥ 0

}
=
[
−
√

8

3
,

√
8

3

]
.

Do �â g({f < 0}) = (−∞,−
√

8
3
) ∪ (

√
8
3
,+∞), v  g({f ≤ 0}) =

(−∞,−
√

8
3
)] ∪ [

√
8
3
,+∞).

Ph¦n ti¸p theo chóng ta d nh cho vi»c giîi thi»u c¡c k¸t qu£ g¦n
�¥y v· tªp £nh F (An) qua ¡nh x¤ bªc hai F (x) = (f(x), g(x)).

M°c dò v§n �· v· t½nh ch§t cõa tªp £nh cõa c¡c ¡nh x¤ bªc 2 l 
mët h÷îng nghi¶n cùu cê �iºn nh÷ng v¼ t¦m quan trång cõa nâ trong
c£ lþ thuy¸t v  ùng döng n¶n chóng v¨n �÷ñc quan t¥m bði r§t nhi·u
nh  to¡n håc. Dines 1 l  t¡c gi£ �¦u ti¶n �¢ chùng minh �÷ñc r¬ng
£nh cõa ¡nh x¤ thu¦n nh§t bªc hai tø An v o R2 l  mët tªp lçi. N«m
1961, Brickman 2 �¢ chùng minh r¬ng £nh cõa h¼nh c¦u �ìn và qua
¡nh x¤ thu¦n nh§t bªc hai tø Rn v o R2, tùc l  tªp {(xTAx, xTBx) :
x ∈ An, ||x|| = 1}, l  mët tªp lçi n¸u n ≥ 3. N«m 1998, b¬ng vi»c ¡p
döng kh²o l²o k¸t qu£ cõa Brickman, Polyak 3 chùng minh �÷ñc r¬ng
n¸u n ≥ 2, f1(x) = xTAx+2aTx+a0 v  f2(x) = xTBx+2bTx+b0 l 

1L. L. Dines (1941), On the mapping of quadratic forms. Bulletin of the
American Mathematical Society, 47, 494�498.

2L. Brickmen (1941), On the Field of Values of a Matrix. Proceedings of the
American Mathematical Society, 12, 61�66.

3B. T. Polyak (1998), Convexity of quadratic transformations and its use in
control and optimization, Journal of Optimization Theory and Applications. 99,
553�583.
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c¡c �a thùc tr¶nAn, hìn núa n¸u tçn t¤i c°p s, t sao cho sA+tB ≻ 0

th¼ (f1, f2)(An) l  mët tªp lçi. �çng thíi Polyak công chùng minh
�÷ñc r¬ng n¸u n ≥ 3, f1(x) = xTAx, f2(x) = xTBx v  f3(x) = xTCx

l  c¡c �a thùc bªc hai thu¦n nh§t, hìn núa n¸u tçn t¤i s, t, w sao
cho sA+ tB+wC ≻ 0 th¼ (f1, f2, f3)(An) l  mët tªp lçi. N«m 2007,
Beck 1 chùng minh �÷ñc r¬ng n¸u m ≤ n − 1, f1(x) l  �a thùc bªc
hai vîi ma trªn li¶n k¸t x¡c �ành d÷ìng (tùc l  c¡c gi¡ trà ri¶ng cõa
A �·u d÷ìng), fi(x) l  c¡c �a thùc bªc nh§t vîi måi m ≥ i ≥ th¼
(f1, f2, . . . , fm)(A

n) l  mët tªp lçi. N«m 2016, Fabianet v  cëng sü
2, n«m 2022, Nguy¹n Húu Quang v  cëng sü 3 �÷a ra v  chùng minh
�÷ñc c¡c �i·u ki»n c¦n v  �õ �º (f1, f2)(A

n) l  mët tªp lçi, trong
�â f1(x) = xTAx+ 2aTx+ a0 v  f2(x) = xTBx+ 2bTx+ b0.

Theo h÷îng nghi¶n cùu n y, c¡c b i to¡n v· t½nh lçi cõa tªp £nh
cõa ¡nh x¤ bªc 2 nâi chung v¨n cán l  c¡c b i to¡n mð, nâ công �°t
ra nhi·u h÷îng nghi¶n cùu ti¸p theo.

Sau �¥y chóng tæi giîi thi»u mët k¸t qu£ mîi, vi»c chùng minh
kh¡ ngn gån b¬ng c¡c sû döng c¡c t½nh ch§t mîi v· sü sp x¸p c¡c
tªp mùc.

�ành lþ 1.4.2.10. 4 Tªp F (An) l  khæng lçi n¸u v  ch¿ n¸u tçn t¤i
α, β ∈ R sao cho {f = α} �÷ñc t¡ch bði g − β t¤i 0 ho°c {g = β}
�÷ñc t¡ch bði f − α t¤i 0.

1A. Beck (2007), On the convexity of a class of quadratic mappings and its ap-
plication to the problem of finding the smallest ball enclosing a given intersection
of balls. Journal of Global Optimization, 39, 113�126.

2F.B. Fabi¡n and F. Opazo (2016), Characterizing the convexity of joint-range
for a pair of inhomogeneous quadratic functions and strong duality. Minimax
Theory Appl, 1, 257�290.

3H. Q. Nguyen and R. L. Sheu (2019), Geometric properties for level sets of
quadratic functions. Journal of Global Optimization, 73, 349�369.

4H. Q. Nguyen, Ya Chi and R. L. Sheu (2022), Two quadratic mappings have
a convex joint range when their level sets do not mutually separate. Journal of
Industrial and Management Optimization, 18, 575�592.
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V½ dö 1.4.2.11. Cho 2 �a thùc bªc hai f, g nh÷ sau

f(x, y) = −
√
3

2
x2 +

√
3

2
y2 + x− 1

2
y

g(x, y) =
1

2
x2 − 1

2
y2 +

√
3x−

√
3

2
y.

(a) Tªp mùc {f = −4} �÷ñc t¡ch
bði g − 2 t¤i 0 v  nh÷ h¼nh v³, d¹
th§y tªp mùc {g−2 = 0} �÷ñc t¡ch
bði f + 4 t¤i 0.

(b) Tªp F (An) = (f, g)(An) l 
khæng lçi.

H¼nh 1.14: H¼nh v³ n y minh håa cho �ành lþ 1.4.2.10, trong �â
f(x, y) = −

√
3
2
x2+

√
3
2
y2+x− 1

2
y v  g(x, y) = 1

2
x2− 1

2
y2+

√
3x−

√
3
2
y.

Ph¦n ti¸p theo chóng tæi giîi thi»u mët thuªt to¡n �º kiºm tra
t½nh lçi cõa tªp F (An) = (f, g)(An). D¹ th§y r¬ng n¸u c£ hai ma
trªn A v  B �·u b¬ng 0 th¼ F l  mët ¡nh x¤ afin v  hiºn nhi¶n
F (An) luæn lçi. Do �â trong ph¦n n y ta luæn gi£ thi¸t câ ½t nh§t
mët trong hai ma trªn A v  B l  kh¡c 0, ta gi£ sû r¬ng A ̸= 0. Khi
�â, �ành lþ 1.4.2.10 nâi r¬ng F (An) l  khæng li¶n thæng khi v  ch¿
khi tçn t¤i α, β ∈ R sao cho

{f − α = 0} �÷ñc t¡ch bði g − β t¤i 0. (1.39)

Hìn núa �ành lþ 1.4.1.8 kh¯ng �ành r¬ng (1.39) luæn câ thº �ìn gi£n
hâa, vîi mët tê hñp tuy¸n t½nh th½ch hñp cõa f v  g, th nh tr÷íng
hñp mët tªp mùc �÷ñc t¡ch bði mët �a thùc bªc nh§t t¤i 0. Cö thº
hìn, (1.39) �¤t �÷ñc khi v  ch¿ khi c¡c ma trªn li¶n k¸t cõa g − β

69



v  f − α l  phö thuëc tuy¸n t½nh, ngh¾a l  B = λA, v  tªp mùc
{f − α = 0} �÷ñc t¡ch bði −λ(f − α) + (g − β) t¤i 0. Do �â, chóng
ta câ h» qu£ cõa �ành lþ 1.4.2.10 nh÷ sau.

H» qu£ 1.4.2.12. 1 Gi£ sû r¬ng A ̸= 0. Tªp F (An) l  khæng lçi khi
v  ch¿ khi B = λA vîi λ ∈ R n o �â v  tªp mùc {f = α} �÷ñc t¡ch
bði −λf + g − γ t¤i 0 vîi α, γ ∈ R n o �â.

Chóng ta nhªn th§y r¬ng 3 h¬ng sè trong H» qu£ 1.4.2.12, λ, γ, α,
câ thº x¡c �ành �÷ñc mët c¡ch kh¡ �ìn gi£n. Thªt vªy, �i·u ki»n
"B = λA vîi λ ∈ R n o �â" l  r§t d¹ kiºm tra. N¸u B ̸= λA, ∀λ ∈
R, (f, g)(An) l  lçi. Ng÷ñc l¤i, (f, g)(An) l  khæng lçi khi v  ch¿
khi tçn t¤i γ, α sao cho tªp {f = α} �÷ñc t¡ch bði si¶u ph¯ng
{−λf+g = γ}. Bði Bê �· 1.4.1.9, mët c°p nh÷ th¸ γ, α, n¸u tçn t¤i,
ph£i thäa m¢n �i·u ki»n sau: ho°c

(
f̄α, Ā, ā

)
= (f − α,A, a) ho°c(

f̄α, Ā, ā
)
= (− (f − α) ,−A,−a) thäa m¢n

i) Ā câ duy nh§t mët gi¡ trà ri¶ng ¥m, ā ∈ R(Ā)

ii) c = −λa+ b ∈ R(Ā), c ̸= 0

iii) V T ĀV ⪰ 0, w̄γ ∈ R(V T ĀV ), v  f̄α(xγ)− w̄T
γ (V

T ĀV T )†w̄γ > 0,

trong �â w̄γ = V T (Āxγ + ā), xγ = −(−λa0+b0−γ)
cT c

c, v  V ∈ Rn×(n−1) l 
ma trªn cì sð cõa N (cT ).

Tuy nhi¶n, vîi c¡c �i·u ki»n i)-iii), chóng ta th§y r¬ng α, γ ch¿
xu§t hi»n trong

w̄γ ∈ R(V T ĀV ), w̄γ = V T (Āxγ + ā), xγ =
−(−λa0 + b0 − γ)

cT c
c

(1.40)
f̄α(xγ)− w̄T

γ (V
TAV T )†w̄γ > 0. (1.41)

trong �â
(
f̄α, Ā, ā

)
= (f − α,A, a) ho°c

(
f̄α, Ā, ā

)
= (−(f− α), −A,

−a). Hìn núa, chóng ta nhªn th§y r¬ng (1.41) phö thuëc v o (1.40).
1H. Q. Nguyen, Ya Chi and R. L. Sheu (2022), Two quadratic mappings have

a convex joint range when their level sets do not mutually separate. Journal of
Industrial and Management Optimization, 18, 575�592.
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Do �â sü tçn t¤i γ sao cho (1.40) �¤t �÷ñc, chóng ta câ thº chån α �õ
nhä (khi f̄α = f−α) ho°c �õ lîp (khi f̄α = − (f − α)) sao cho (1.41)
�÷ñc thäa m¢n. Trong bê �· sau, chóng tæi cho th§y r¬ng sü tçn t¤i
cõa γ �º thäa m¢n (1.40) câ thº �÷ñc �£m b£o bði "ā ∈ R(Ā)"
trong i), v  do �â v§n �· sü tçn t¤i cõa α, γ câ thº �÷ñc rót gån
th nh vi»c kiºm tra c¡c �i·u ki»n (B1)-(B3) d÷îi �¥y.

Bê �· 1.4.2.13. 1 N¸u h(x) câ d¤ng cTx + c0 v  f(x) câ d¤ng
xTAx+ 2aTx+ a0 th¼ c¡c �i·u ki»n sau l  t÷ìng �÷ìng:

i) Tªp mùc {f = α} �÷ñc t¡ch bði h − γ t¤i 0 vîi α, γ ∈ R n o
�â.

ii) Ma trªn Ā = A or Ā = −A thäa m¢n 3 �i·u ki»n sau:

(B1) Ā câ duy nh§t mët gi¡ trà ri¶ng ¥m, a ∈ R(A);

(B2) c ∈ R(A), c ̸= 0;

(B3) V T ĀV ⪰ 0,

trong �â V ∈ Rn×(n−1) l  mët ma trªn cì sð cõa N (cT ).

K¸t hñp H» qu£ 1.4.2.12 v  Bê �· 1.4.2.13 vîi nhau, chóng ta
th§y r¬ng, n¸u A ̸= 0, tªp (f, g)(An) l  khæng lçi khi v  ch¿ khi c¡c
�i·u ki»n sau �÷ñc thäa m¢n

- A v  B l  phö thuëc tuy¸n t½nh, ngh¾a l  B = λA;

- Hai h¬ng sè α, γ câ thº chån sao cho {f = α} �÷ñc t¡ch bði
−λf + g − γ t¤i 0, �i·u ki»n n y câ thº �÷ñc kiºm tra bði
(B1)-(B3),

Chóng ta têng k¸t l¤i c¡c nhªn x²t tr¶n b¬ng �ành lþ sau, nâ kh¯ng
�ành r¬ng vi»c kiºm tra t½nh lçi cõa (f, g)(An) câ thº thüc hi»n �÷ñc
mët c¡ch �ìn gi£n.

1H. Q. Nguyen, Ya Chi and R. L. Sheu (2022), Two quadratic mappings have
a convex joint range when their level sets do not mutually separate. Journal of
Industrial and Management Optimization, 18, 575�592.
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�ành lþ 1.4.2.14. 1 Cho tr÷îc hai �a thùc f(x) = xTAx+2aTx+a0

v  g(x) = xTBx+2bTx+b0 vîi A ̸= 0, khi �â tªp (f, g)(An) l  khæng
lçi n¸u v  ch¿ n¸u ma trªn Ā = A ho°c Ā = −A thäa m¢n 4 �i·u
ki»n sau

(C0) B = λA vîi λ n o �â.

(C1) Ā câ duy nh§t mët gi¡ trà ri¶ng ¥m, a ∈ R(A)

(C2) −λa+ b ∈ R(A), −λa+ b ̸= 0

(C3) V T ĀV ⪰ 0

trong �â V ∈ Rn×(n−1) l  mët ma trªn cì sð cõa N ((−λa+ b)T ).

Qu¡ tr¼nh kiºm tra t½nh lçi cõa (f, g)(An) �÷ñc thüc hi»n bði
mët sè b÷îc cö thº sau

Cho tr÷îc c¡c ma trªn A, B, a, v  b.

B÷îc 0 Kiºm tra li»u r¬ng A = B = 0 ho°c a = b = 0.

- N¸u �óng, th¼ (f, g)(An) l  lçi.

- N¸u khæng �óng, ta qua b÷îc ti¸p sau (khæng m§t t½nh têng
qu¡t, gi£ sû r¬ng trong c¡c b÷îc ti¸p theo A ̸= 0).

B÷îc 1 Kiºm tra li»u r¬ng B = λA vîi λ n o �â trong R.

- N¸u �óng, �°t c = −λa+ b v  sang b÷îc ti¸p theo.

- N¸u khæng �óng, th¼ R(f, g) l  lçi.

B÷îc 2 Kiºm tra li»u r¬ng c ̸= 0 v  kiºm tra li»u r¬ng hai h» ph÷ìng
tr¼nh tuy¸n t½nh Ay1 = a v  Ay2 = c câ nghi»m.

- N¸u �óng, �°t V ∈ Rn×(n−1) l  ma trªn cì sð cõa N (cT ) v 
sang b÷îc ti¸p theo.

- N¸u khæng �óng, th¼ (f, g)(An) l  lçi.

1H. Q. Nguyen, Ya Chi and R. L. Sheu (2022), Two quadratic mappings have
a convex joint range when their level sets do not mutually separate. Journal of
Industrial and Management Optimization, 18, 575�592.
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B÷îc 3 Kiºm tra li»u r¬ng mët trong c¡c tr÷íng hñp sau x£y ra:

(a) A câ duy nh§t mët gi¡ trà ri¶ng ¥m v  V TAV ⪰ 0;

(b) A câ duy nh§t mët gi¡ trà ri¶ng ¥m v  V TAV ⪯ 0.

- N¸u mët trong hai (a) v  (b) �¤t �÷ñc, th¼ (f, g)(An) l  khæng
lçi.

- Ng÷ñc l¤i, (f, g)(An) l  lçi.

Do �â ta câ thuªt to¡n sau:

input : C¡c ma trªn A, B, a, b
output: T½nh lçi cõa tªp R(f, g)

if A = B = 0 or a = b = 0 then

return lçi ;
else if A = 0 and B ̸= 0 then

A← B ; /* Luæn g¡n A l  ma trªn kh¡c 0 */
B ← 0 ;

end

if B = λA vîi λ ∈ R n o �â then
c← −λa+ b;
if c ̸= 0 then

if C¡c h» tuy¸n tinh Ay1 = a v  Ay2 = c �·u câ nghi»m then

V ← ma trªn cì sð cho h¤t nh¥n cõa cT ;
/* V l  mët ma trªn cï n× (n− 1) */

if A câ duy nh§t mët gi¡ trà ri¶ng ¥m and V TAV ⪰ 0 then

return khæng lçi ;
else if A câ duy nh§t mët gi¡ trà ri¶ng d÷ìng and V TAV ⪯ 0
then

return khæng lçi ;
end

end

end

end

return lçi ;

Algorithm 1: Thuªt to¡n �º kiºm tra t½nh lçi cõa R(f, g)
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V½ dö 1.4.2.15. Gi£ sû f(x) = xTAx+2aTx v  g(x) = xTBx+2bTx

l  c¡c h m �a thùc tr¶n An vîi

A =


0 0 −1 0
0 1

2
0 1

2

−1 0 0 0
0 1

2
0 1

2

 , B =


0 0 −2 0
0 1 0 1
−2 0 0 0
0 1 0 1


2a =

(
2,
√
2, 2,

√
2
)T

, 2b =

(
5,

3√
2
, 8,

3√
2

)T

.

H¼nh 1.15: Tªp (f, g)(A4) trong v½ dö 1.4.2.15.

B÷îc 0 D¹ th§y A ̸= 0, B ̸= 0, a ̸= 0 v  b ̸= 0.

B÷îc 1 Ta câ B = λA vîi λ = 2. �°t

cT = −λa+ b =

(
1,

−1√
2
, 4,

−1√
2

)
.

B÷îc 2 Rã r ng c ̸= 0. C£ hai h» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh Ay1 = a

v  Ay2 = c �·u câ nghi»m:

y1 =


−1
1√
2

−1
1√
2

 v  y2 =


−2
−1
2
√
2

−1
2
−1
2
√
2


B÷îc 3 C¡c gi¡ trà ri¶ng cõa A l  λ1 = −1, λ2 = 0, λ3 = λ4 = 1.Do

�â, A câ duy nh§t mët gi¡ trà ri¶ng ¥m. Ta chån V ∈ Rn×(n−1)
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l  ma trªn cì sð cõa N (cT ) sao cho

V =


1√
2

−4 1√
2

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 v  V TAV =


1
2

−1√
2

1
2

−1√
2

8 −1√
2

1
2

−1√
2

1
2

 .
Ma trªn V TAV câ c¡c gi¡ trà ri¶ng �·u khæng ¥m: η1 = 0, η2 =
9−

√
53

2
, η3 = 9+

√
53

2
do �â, V TAV l  nûa x¡c �ành d÷ìng. Vªy

ta �i �¸n k¸t luªn r¬ng (f, g)(A4) khæng l  mët tªp lçi.

H¼nh 1.15 l  minh håa cho tªp (f, g)(A4) trong v½ dö n y.
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TÂM T�T CH×ÌNG 1

Nëi dung ch½nh cõa ch÷ìng n y bao gçm:

1. Kh¡i ni»m v  c¡c t½nh ch§t cõa khæng gian afin, c¡c kh¡i ni»m
v  t½nh ch§t cõa: h» �iºm �ëc lªp, h» �iºm phö thuëc; ph¯ng; möc
ti¶u v  tåa �ë afin; �ìn h¼nh m chi·u; h¼nh hëp m chi·u.

2. Kh¡i ni»m v  t½nh ch§t cõa ¡nh x¤ afin, bi¸n �êi afin; kh¡i
ni»m h¼nh håc afin.

3. Kh¡i ni»m si¶u m°t bªc hai v  c¡c kh¡i ni»m li¶n quan: t¥m,
ph÷ìng ti»m cªn, si¶u ph¯ng k½nh. Ph¥n lo¤i c¡c si¶u m°t bªc hai.

T�I LI�U �ÅC TH�M CH×ÌNG 1

[1] V«n Nh÷ C÷ìng-T¤ M¥n (1988), H¼nh håc afin v  H¼nh håc Eu-
clid, Nxb �HQG H  Nëi (Ch÷ìng 1, 2, 3).

[2] Nguy¹n Mëng Hy (1999), H¼nh håc cao c§p, Nxb Gi¡o döc, H 
Nëi (Ch÷ìng 1).

[3] M. Audin (2002), Geometry, Springer Science - Business Media
(Ch÷ìng 1).
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C�U HÄI ÆN T�P CH×ÌNG 1

1. Th¸ n o l  khæng gian vectì li¶n k¸t vîi khæng gian afin?

2. H» �iºm �ëc lªp l  g¼? Möc ti¶u afin l  g¼?

3. Th¸ n o l  tåa �ë cõa mët �iºm �èi vîi mët möc ti¶u afin?

4. m−ph¯ng l  g¼, si¶u ph¯ng l  g¼?

5. Câ thº x¡c �ành mët m−ph¯ng trong khæng gian afin b¬ng c¡ch
n o?

6. Câ c¡c quan h» n o giúa hai ph¯ng trong khæng gian afin?

7. T¥m t¿ cü v  trång t¥m cõa mët h» �iºm l  g¼?

8. Gi£i th½ch t¤i sao l¤i nâi r¬ng �o¤n th¯ng, tam gi¡c, h¼nh b¼nh
h nh l  c¡c tr÷íng hñp ri¶ng cõa kh¡i ni»m �ìn h¼nh, h¼nh hëp têng
qu¡t.

9. H¢y �ành ngh¾a �o¤n th¯ng b¬ng c¡c c¡ch kh¡c nhau.

10. Mèi quan h» giúa ¡nh x¤ afin v  ¡nh x¤ tuy¸n t½nh li¶n k¸t l 
g¼?

11. �i·u ki»n �º x¡c �ành mët ¡nh x¤ afin, �¯ng c§u afin l  g¼?

12. Th¸ n o l  t÷ìng �÷ìng afin, b§t bi¸n afin, h¼nh håc afin?

13. Si¶u m°t bªc hai; m°t bªc hai; �÷íng bªc hai l  g¼?

14. Hai si¶u m°t bªc hai �÷ñc gåi l  câ còng lo¤i khi n o? T¤i sao
nâi c¡c

�÷íng elip, hypebol, parabol câ lo¤i kh¡c nhau?

15. T¥m cõa si¶u m°t bªc hai l  g¼? Si¶u ph¯ng k½nh cõa si¶u m°t
bªc hai l  g¼?
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B�I T�P CH×ÌNG 1

Khæng gian afin

1.1. Chùng minh r¬ng câ thº xem tr÷íng sè phùc C l  mët khæng
gian afin thüc 2 chi·u.

1.2. Cho khæng gian afin n chi·u (A, φ,
−→
A) v  mët tªp hñp B ̸= ∅

tòy þ. Chùng minh r¬ng n¸u câ song ¡nh f : A → B th¼ câ thº x¥y
düng B trð th nh mët khæng gian afin n chi·u (chuyºn c§u tróc afin
tø A sang B nhí song ¡nh f).

1.3. Cho (A, φ,
−→
A),

(
A′, φ′,

−→
A′
)
l  hai khæng gian afin. X²t ¡nh x¤:

Φ : (A×A′)× (A×A′) →
−→
A ×

−→
A′.

((M,M ′) , (N,N ′)) 7→ (φ(M,N), φ′ (M ′, N ′))

Chùng minh r¬ng
(
(A×A′) ,Φ,

−→
A ×

−→
A′
)
l  mët khæng gian afin

(�÷ñc gåi l  t½ch trüc ti¸p cõa hai khæng gian A v  A′).

1.4. Cho khæng gian afin (A, φ,
−→
A), −→α l  mët khæng gian vectì con

cõa
−→
A. Hai �iºm M,N ∈ A �÷ñc gåi l  t÷ìng �÷ìng n¸u

−−→
MN ∈ −→α .

a) Chùng minh r¬ng quan h» trong �ành ngh¾a tr¶n l  mët quan
h» t÷ìng �÷ìng.

b) Lîp t÷ìng �÷ìng chùa M kþ hi»u l  [M ]. Tªp c¡c lîp t÷ìng
�÷ìng kþ hi»u l  A/−→α . Gåi

−→
A/−→α l  khæng gian vectì th÷ìng cõa

−→
A tr¶n −→α . X²t ¡nh x¤

Φ : A/−→α ×A/−→α →
−→
A/−→α

([M ][N ]) 7→ [
−−→
MN ]

Chùng minh r¬ng (A/−→α ,Φ,
−→
A/−→α ) l  mët khæng gian afin.

1.5. Cho A l  khæng gian afin v  O l  mët �iºm cõa A. Khi �â ¡nh
x¤ bi¸n �iºm M ∈ A th nh vectì

−−→
OM ∈

−→
A l  mët song ¡nh. Nhí

song ¡nh n y câ thº chuyºn c§u tróc khæng gian vectì tø
−→
A l¶n A.
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H¢y x¥y düng c¡c ph²p to¡n cö thº tr¶n A �º A l  mët khæng gian
vectì.

1.6. Trong khæng gian afin An, chùng minh r¬ng h» m + 1 �iºm
{A0, A1, . . . , Am} l  �ëc lªp khi v  ch¿ khi vîi måi �iºm O, tø hai
�¯ng thùc

m∑
i=0

λi
−→
OAi = 0⃗ v 

m∑
i=0

λi = 0 (λi ∈ K) ,

suy ra λ0 = λ1 = . . . = λm = 0.

1.7. Chùng minh r¬ng n¸u M0,M1, . . . ,Mm l  m + 1 �iºm �ëc lªp
th¼ �i·u ki»n c¦n v  �õ �º m+2 �iºmM0,M1, . . . ,Mm,Mm+1 khæng
�ëc lªp l  vîi �iºm O tòy þ ta câ:

−−−−−→
OMm+1 =

m∑
i=0

λi
−−→
OMi vîi

m∑
i=0

λi = 1.

1.8. Trong A3 cho möc ti¶u afin {O; e⃗1, e⃗2, e⃗3}. L§y �iºm E ∈ A3

sao cho
−−→
OE = e⃗1 + e⃗2 + e⃗3.

Chùng tä r¬ng {E; e⃗1 + e⃗2, e⃗2 + e⃗3, e⃗3 + e⃗1} công l  möc ti¶u afin.
Vi¸t cæng thùc �êi möc ti¶u tø möc ti¶u thù nh§t sang möc ti¶u thù
hai.

1.9. Trong A3 vîi möc ti¶u afin {O; e⃗1, e⃗2, e⃗3} (1) cho c¡c �iºm

A0(1, 1, 1), A1(2, 0, 0), A2(1, 0, 0), A3(1, 1, 0),

A′
0(0, 0, 0), A

′
1(1, 1, 0), A

′
2(2, 0, 1), A

′
3(1, 0, 1).

a) Chùng minh r¬ng
{
A0;

−−→
A0A1,

−−→
A0A2,

−−→
A0A3

}
(2) v {

A′
0;
−−−→
A′

0A
′
1,
−−→
A′

0A
′
2,
−−→
A′

0A
′
3

}
(3) l  c¡c möc ti¶u afin cõa A3.

b) T¼m c¡c cæng thùc �êi möc ti¶u tø möc ti¶u (1) sang möc ti¶u
(2) v  tø möc ti¶u (2) sang möc ti¶u (3).

1.10. Chùng tä r¬ng méi cæng thùc [x′] = A[x] + [a], trong �â A l 
ma trªn c§p n khæng suy bi¸n �·u ùng vîi mët ph²p �êi möc ti¶u
trong khæng gian afin An.
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1.11. Chùng minh r¬ng luæn tçn t¤i h» m + 1 �iºm �ëc lªp trong
mët m−ph¯ng.

1.12. Trong khæng gian afin A3 vîi möc ti¶u cho tr÷îc, cho c¡c �iºm
M(1, 2, 3), N(0,−1, 2), P (2, 1, 2).

a) Lªp ph÷ìng tr¼nh cõa ph¯ng α b² nh§t �i qua M,N,P .

b) Lªp ph÷ìng tr¼nh cõa m°t ph¯ng �i qua Q(−2, 1, 1) v  song
song vîi α.

1.13. Trong khæng gian afinAn, chùng minh r¬ng n¸u ph¯ng α ⊂ An

câ ph÷ìng tr¼nh �èi vîi möc ti¶u {O; e⃗i} l 

ai1x1 + . . .+ ainxn + bi = 0, i = 1, . . . ,m

th¼ ph÷ìng tr¼nh cõa ph÷ìng −→α �èi vîi cì sð {e⃗i} l 

ai1x1 + . . .+ ainxn = 0, i = 1, . . . ,m.

1.14. Trong khæng gian A4 vîi möc ti¶u cho tr÷îc cho ph¯ng α câ
ph÷ìng tr¼nh {

2x1 − x2 + x3 + 2x4 + 1 = 0
x1 + 3x2 − 2x3 − x4 = 0

v  �iºm M(2, 2,−1, 0). Lªp ph÷ìng tr¼nh cõa m°t ph¯ng qua M v 
song song vîi α.

1.15. Trong khæng gian afin A3 vîi möc ti¶u cho tr÷îc, cho c¡c �iºm
M(1, 2, 1), N(0, 1,−1) v  ph¯ng α câ ph÷ìng tr¼nh:

x1 + 2x2 − 2x3 = 0.

a) X²t và tr½ t÷ìng �èi giúa �÷íng th¯ng MN v  α.

b) Vi¸t ph÷ìng tr¼nh m°t ph¯ng qua M v  song song vîi α.

1.16. Trong khæng gianA4 vîi möc ti¶u cho tr÷îc, vi¸t ph÷ìng tr¼nh
têng qu¡t cõa ph¯ng câ sè chi·u b² nh§t cho c¡c tr÷íng hñp sau:

1. �i qua �iºm A(1, 2, 3, 4) v  ph÷ìng chùa hai vectì a⃗(−1, 2, 0, 3)

v  b⃗(2, 0,−4, 1)
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2. �i qua �iºmA(1, 2, 3, 4) v  ph÷ìng chùa ba vectì a⃗(−2, 2, 5,−1),
b⃗(2, 0,−2, 0) v  c⃗(0, 2, 3,−1).

3. �i qua hai �iºm A(1, 1, 1, 1), B(2, 3, 1, 0) v  ph÷ìng chùa hai
vectì a⃗(−2, 2, 5,−1) v  b⃗(0, 0,−2, 0).

4. �i qua ba �iºm A(2, 1, 2, 1), B(1, 1, 1, 1), C(2, 0, 2, 0).

1.17. Trong khæng gian afin A4 vîi möc ti¶u cho tr÷îc, cho c¡c �iºm
M(3, 1, 1, 2), N(0, 1, 0, 0), P (3, 2, 3, 2), Q(1, 0, 0, 1).

a) X²t và tr½ t÷ìng �èi giúa hai �÷íng th¯ng MN v  PQ.

b) T¼m giao �iºm cõa �÷íng th¯ng PQ vîi c¡c si¶u ph¯ng tåa
�ë (si¶u ph¯ng �i qua c¡c �iºm cõa möc ti¶u trø mët �¿nh).

1.18. Chùng minh r¬ng n¸u c¡c ph¯ng α v  β �·u song song vîi
ph¯ng γ th¼ giao α ∩ β (n¸u câ) l  ph¯ng song song vîi γ.

1.19. Cho hai si¶u ph¯ng α v  β ct nhau. N¸u si¶u ph¯ng γ song
song vîi α ∩ β th¼ c¡c giao γ ∩ α v  γ ∩ β (n¸u câ) song song vîi
nhau.

1.20. Trong An(n ≥ 1) cho hai si¶u ph¯ng song song ph¥n bi»t α v 
α′, m− ph¯ng β khæng thuëc α. Chùng minh r¬ng n¸u β ct α th¼
β công ct α′.

1.21. Cho hai ph¯ng α v  β song song vîi nhau câ sè chi·u l¦n l÷ñt
l  m v  l . Sè chi·u cõa α + β l  bao nhi¶u?

1.22. Trong An cho G l  t¥m t¿ cü cõa h» k �iºm M1,M2, . . . ,Mk

gn vîi hå h» sè λ1, λ2, . . . , λk
(∑k

i=1 λi ̸= 0
)
, G′ l  t¥m t¿ cü cõa h»

m−k �iºmMk+1,Mk+2, . . . ,Mm gn vîi hå c¡c h» sè λk+1, . . ., λm vîi∑m
i=k+1 λi ̸= 0). GåiG′′ l  t¥m t¿ cü cõa h» �iºmM1,M2, . . . ,Mm gn

vîi hå h» sè λ1, λ2, . . . , λm (
∑m

i=1 λi ̸= 0). Chùng tä r¬ng khi �â G′′ l 
t¥m t¿ cü cõa G,G′ gn vîi hå h» sè λ =

∑k
i=1 λi v  λ

′ =
∑m

i=k+1 λi.

1.23. Chùng minh c¡c t½nh ch§t sau �¥y cõa trång t¥m:

a) Trång t¥m cõa h» hai �iºm l  trung �iºm cõa �o¤n th¯ng nèi
hai �iºm �â.

b) Trång t¥m cõa h» ba �iºm khæng th¯ng h ng l  giao �iºm cõa
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ba �÷íng trung tuy¸n.

c) Trång t¥m cõa h» bèn �iºm khæng �çng ph¯ng l  giao �iºm
cõa �÷íng th¯ng nèi méi �iºm vîi trång t¥m cõa ba �iºm cán l¤i.

1.24. Trong khæng gian afin An cho m−�ìn h¼nh vîi c¡c �¿nh
P0, P1, . . . , Pm.

a) Chùng minh r¬ng bao afin cõa hai bi¶n �èi di»n l  ch²o nhau
(bao afin cõa mët tªp con trong khæng gian afin l  ph¯ng b² nh§t
chùa tªp �â).

b) X²t c¡c �÷íng th¯ng nèi mët �¿nh vîi trång t¥m cõa bi¶n �èi
di»n. Chùng minh r¬ng c¡c �÷íng th¯ng n y �çng quy t¤i mët �iºm
G. X²t c¡c tr÷íng hñp �°c bi»t m = 2, 3.

c) Gåi G′, G′′ l  trång t¥m cõa mët c°p bi¶n �èi di»n. H¢y t½nh
(G′G′′G). X²t c¡c tr÷íng hñp �°c bi»t m = 2, 3.

1.25. Sû döng kh¡i ni»m trång t¥m, gi£i b i to¡n sau: "Trong khæng
gian thæng th÷íng cho h¼nh tù gi¡c ABCD. Chùng minh r¬ng ba
�÷íng th¯ng sau �çng quy: 2 �÷íng th¯ng nèi trung �iºm cõa c°p
c¤nh �èi di»n, �÷íng th¯ng nèi trung �iºm cõa hai �÷íng ch²o".

1.26. (�ành lþ Thales). Trong An cho ba m−ph¯ng song song ph¥n
bi»t. Hai �÷íng th¯ng d v  d′ ct ba m−ph¯ng �â l¦n l÷ñt t¤i bë ba
�iºm A,B,C v  A′, B′, C ′. Chùng minh r¬ng

(ABC) = (A′B′C ′) .

1.27. Cho ba si¶u ph¯ng α, β, γ trong khæng gian An còng �i qua mët
(n − 2)−ph¯ng. Chùng minh r¬ng n¸u α, β, γ ct hai �÷íng th¯ng
song song l1, l2 l¦n l÷ñt t¤i A1, B1, C1 v  A2, B2, C2 th¼ (A1B1C1) =

(A2, B2, C2) .

1.28. Trong An(n ≥ 1) cho möc ti¶u {O;E1, . . . , En} v  �iºm M câ
tåa �ë (xi). Gåi αi l  si¶u ph¯ng �i qua h» �iºm O;E1, . . . , En trø
�iºm Ei, α l  si¶u ph¯ng �i qua M v  song song vîi αi. Khi �â câ
�iºm Mi = OEi × α. Chùng minh r¬ng (MiEiO) = xi.

1.29. (�ành lþ Pappus). Trong m°t ph¯ng afin A2 cho hai �÷íng
th¯ng d v  d′ ct nhau t¤i O. Gåi A,B,C l  3 �iºm ph¥n bi»t thuëc
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d khæng tròng vîi O,A′, B′, C ′ l  3 �iºm ph¥n bi»t thuëc d′ khæng
tròng vîi O. Gi£ sû B′C ct BC ′ t¤i M,CA′ ct C ′A t¤i N,A′B ct
AB′ t¤i P . Chùng minh M,N,P th¯ng h ng.

1.30. Trong khæng gian afin An vîi möc ti¶u cho tr÷îc, chùng minh
r¬ng tªp t§t c£ c¡c �iºm câ tåa �ë thäa m¢n mët h» ph÷ìng tr¼nh
v  b§t ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh l  mët tªp lçi.

1.31. Trong khæng gian afin An, chùng minh r¬ng: m−ph¯ng; �o¤n
th¯ng (�âng, mð, nûa �âng); m−�ìn h¼nh; m−hëp l  nhúng tªp lçi.

�nh x¤ afin

1.32. Cho ¡nh x¤ afin f : A → A′. Chùng minh r¬ng:

a) f l  �ìn ¡nh khi v  ch¿ khi dimf(A) = dimA.

b) f l  to n ¡nh khi v  ch¿ khi dimf(A) = dimA′.

c) f l  song ¡nh khi v  ch¿ khi dimf(A) = dimA = dimA′.

1.33. �nh x¤ afin, ph²p bi¸n �êi afin giú nguy¶n quan h» n o giúa
hai c¡i ph¯ng trong sè c¡c quan h» sau: song song; ct nhau; ch²o
nhau.

1.34. H¢y mð rëng kh¡i ni»m ph²p th§u x¤ vîi n·n l  mëtm−ph¯ng.

1.35. Trong m°t ph¯ng afin A2 vîi mët möc ti¶u �¢ chån (∗) cho
c¡c �iºm A(1, 0), B(0, 2), C(−3, 0), A′(2, 3), B′(−1, 4), C(−2,−1).

a) Chùng minh r¬ng {A;B,C} l  mët möc ti¶u afin.

b) Chùng minh r¬ng câ ph²p afin f cõaA2 sao cho f(A) = A′, f(B) =

B′, f(C) = C ′.

c) Lªp ph÷ìng tr¼nh cõa f (nâi trong c¥u b) �èi vîi:

- Möc ti¶u (∗);

- Möc ti¶u {A;B,C}.

1.36. Trong m°t ph¯ng afin A2 cho ¡nh x¤ afin f câ ph÷ìng tr¼nh
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�èi vîi mët möc ti¶u l :{
x′1 = 3x1 + 2x2 − 2
x′2 = 2x1 + 2x2 − 1

.

a) Chùng minh r¬ng f l  ph²p bi¸n �êi afin cõa A2. T¼m f−1.

b) T¼m £nh v  t¤o £nh cõa �iºm M(1, 2).

c) T¼m £nh v  t¤o £nh cõa �÷íng th¯ng d câ ph÷ìng tr¼nh l 

3x1 + 2x2 + 6 = 0.

1.37. Trong m°t ph¯ng afin A2 cho ¡nh x¤ afin f câ ph÷ìng tr¼nh
�èi vîi mët möc ti¶u l :{

x′1 = 4x1 + 6x2 + 3
x′2 = 4x1 + 9x2 + 1

.

a) H¢y t¼m c¡c �÷íng th¯ng câ ph÷ìng b§t bi¸n �èi vîi f .

b) H¢y t¼m �iºm k²p cõa f (tùc l  �iºm m  £nh cõa nâ qua f công
l  ch½nh nâ).

1.38. Chùng minh r¬ng qua ph²p afin:

a) �nh v  t¤o £nh cõa �o¤n th¯ng l  �o¤n th¯ng.

b) �nh v  t¤o £nh cõa tªp lçi l  tªp lçi.

1.39. Trong m°t ph¯ng afin A2 cho tam gi¡c ABC. X²t c¡c ph²p
bi¸n �êi afin f, g cõa A2 x¡c �ành bði

f(A) = B, f(B) = C, f(C) = A;

g(A) = A, g(B) = C, g(C) = B.

a) T¼m c¡c �iºm k²p cõa f v  g.

b) X¡c �ành t½ch g ◦ f.

1.40. Trong khæng gian afin A3 vîi möc ti¶u {O; e⃗1, e⃗2, e⃗3} cho c¡c
�iºm:

A0(1, 1, 1), A1(2, 0, 0), A2(1, 1, 0), A3(1, 1, 0)

A′
0(0, 0, 0), A

′
1(0, 1, 0), A

′
2(2, 0, 1), A

′
3(1, 0, 1).

84



a) Chùng minh r¬ng {A0, A1, A2, A3} v  {A′
0, A

′
1, A

′
2, A

′
3} l  c¡c h»

�iºm �ëc lªp.

b) Lªp ph÷ìng tr¼nh cõa ph²p bi¸n �êi afin f : A3 → A3 sao cho
Ai 7→ A′

i, i = 0, 1, 2, 3 �èi vîi:

+ Möc ti¶u {O; e⃗1, e⃗2, e⃗3};

+ Möc ti¶u {A0;A1, A2, A3}.

1.41. Trong khæng gian afin A3 cho tù di»n ABCD. H¢y lªp ph÷ìng
tr¼nh cõa ph²p bi¸n �êi afin cõa A3 �èi vîi möc ti¶u {A;B,C,D}
sao cho A 7→ B,B 7→ A,C 7→ C,D 7→ D.

1.42. Trong khæng gian afin An cho möc ti¶u {O; e⃗i}, x²t ¡nh x¤
f : An → An x¡c �ành nh÷ sau: n¸u X = (x1, x2, . . . , xn) th¼ f(X) =

(0, x2, . . . , xn). Chùng minh f l  ¡nh x¤ afin. T¼m £nh cõa f .

1.43. Chùng minh r¬ng n¸u ph²p bi¸n �êi afin f cõa An câ n + 1

�iºm k²p �ëc lªp th¼ f l  ph²p �çng nh§t.

1.44. Cho ¡nh x¤ afin f : An → An (n ≥ 1). Chùng minh r¬ng f l 
ph²p chi¸u song song khi v  ch¿ khi f ◦ f = f .

1.45. Cho f l  ph²p afin cõa An câ �iºm k²p I. Chùng minh r¬ng
câ �÷íng th¯ng ho°c m°t ph¯ng l  b§t bi¸n �èi vîi f (ngh¾a l  £nh
cõa �÷íng th¯ng ho°c m°t ph¯ng l  ch½nh nâ).

1.46. Chùng minh r¬ng:

a) T½ch cõa hai ph²p tành ti¸n l  ph²p tành ti¸n.

b) T½ch cõa ph²p tành ti¸n v  ph²p và tü vîi t¿ sè kh¡c 1 l  ph²p và
tü.

c) T½ch cõa hai ph²p và tü l  mët ph²p tành ti¸n ho°c mët ph²p và
tü.

1.47. Cho ph²p afin cõa khæng gian afin An(n ≥ 2), bi¸t r¬ng f
bi¸n �÷íng th¯ng th nh �÷íng th¯ng song song vîi nâ. Chùng minh
r¬ng f l  ph²p tành ti¸n ho°c ph²p và tü.

1.48. T¼m �i·u ki»n �º hai tªp gçm c¡c h» ba �iºm l  t÷ìng �÷ìng
afin.
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1.49. Trong khæng gian afin hai h¼nh b¼nh h nh b§t ký câ t÷ìng
�÷ìng afin khæng? Hai h¼nh thang khæng l  h¼nh b¼nh h nh câ t÷ìng
�÷ìng afin khæng? Khi n o th¼ chóng t÷ìng �÷ìng afin?

Si¶u m°t bªc hai

1.50. Chùng minh r¬ng sè c¡c t¥m cõa mët si¶u m°t bªc hai ch¿ câ
thº l  0, 1 ho°c væ h¤n.

1.51. Trong khæng gian afin A3. T¼m giao �iºm cõa m°t bªc hai S
vîi �÷íng th¯ng d câ ph÷ìng tr¼nh l¦n l÷ñt l :

S : x21 − 2x1x2 + 2x23 + x1x3 − x1 − x2 = 0

d :

{
x1 − x2 = 0

x1 − x3 = 0

1.52. Trong khæng gian afin An cho m−ph¯ng α v  si¶u m°t bªc
hai S ct nhau. Chùng minh r¬ng giao β cõa S v  α:

a) ho°c l  si¶u m°t bªc hai trong α;

b) ho°c l  si¶u ph¯ng trong α;

c) ho°c l  α.

1.53. Trong khæng gian afin A3, t¼m t¥m v  �iºm k¼ dà cõa méi si¶u
m°t bªc hai câ ph÷ìng tr¼nh sau �¥y:

a) x21 + x22 + 2x2x3 + 4x1 − 2x2 + 1 = 0.

b) 2x21 − x22 − x23 + x1x2 + 2x2x3 − x1x3 + x1 − 2x2 = 0.

c) 2x21 + x23 + 2x1x2 − 2x1x3 − 2x1 − 4x2 − 1 = 0.

1.54. Trong khæng gian afin A3 cho m°t bªc hai S câ ph÷ìng tr¼nh
�èi vîi möc ti¶u �¢ chån l :

x21 − 2x22 + x23 + 4x1x2 − 8x1x3 − 14x1 − 14x2 + 14x3 − 11 = 0.

v  e⃗ = (1, 2, 3).
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a) Chùng tä r¬ng e⃗ khæng ph£i l  ph÷ìng ti»m cªn cõa S. Vi¸t
ph÷ìng tr¼nh si¶u ph¯ng k½nh cõa S li¶n hñp vîi ph÷ìng e⃗.

b) Cho �iºm M(1,−1, 2) ∈ S. Chùng tä r¬ng M khæng ph£i l  �iºm
k¼ dà. Vi¸t ph÷ìng tr¼nh si¶u ti¸p di»n cõa S t¤i M .

1.55. Trong khæng gian afin An cho si¶u m°t bªc hai câ ph÷ìng
tr¼nh:

n∑
i,j=1

aijxixj + 2
n∑

i=1

aixi + a0 = 0.

Kþ hi»u ma trªn

Ā =


a11 a12 . . . a1n a1
a21 a22 . . . a2n a2
...

... . . . ...
...

an1 an2 . . . ann an
a1 a2 . . . an a0

 .

Chùng minh r¬ng n¸u S câ �iºm k¼ dà th¼ detĀ = 0. �i·u ng÷ñc l¤i
câ �óng khæng?

1.56. Trong khæng gian afin A3 h¢y �÷a ph÷ìng tr¼nh c¡c m°t bªc
hai sau v· d¤ng chu©n tc:

a) 4x21 + x22 + 2x2x3 − 2x3 − 5 = 0;

b) x21 + x22 + 9x23 + 2x1x2 + 6x1x3 + 6x2x3 + 2 = 0.
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CH×ÌNG 2

H�NH HÅC EUCLID

Håc xong ch÷ìng n y, sinh vi¶n câ thº:
� Nhªn bi¸t �÷ñc c¡c �°c �iºm cõa khæng gian vectì Euclid,
h» vectì trüc giao, h» vectì trüc chu©n, cì sð trüc chu©n cõa
khæng gian vectì Euclid, sü trüc giao cõa c¡c khæng gian vectì
con.
� Mæ t£ �÷ñc khæng gian Euclid, möc ti¶u trüc chu©n trong
khæng gian Euclid. X¡c �ành �÷ñc quan h» trüc giao, bò trüc
giao cõa c¡c ph¯ng.
� T½nh �÷ñc kho£ng c¡ch giúa hai ph¯ng, thº t½ch cõa �ìn
h¼nh m chi·u, h¼nh hëp m chi·u.
� Gi£i �÷ñc c¡c b i to¡n v· quan h» trüc giao, bò trüc giao
cõa c¡c ph¯ng.
� X¡c �ành �÷ñc d¤ng ch½nh tc cõa si¶u m°t bªc hai trong
khæng gian Euclid, si¶u c¦u trong khæng gian Euclid.
� Vªn döng �÷ñc kh¡i ni»m v  t½nh ch§t cõa ¡nh x¤ �¯ng cü,
bi¸n �êi �¯ng cü �º gi£i c¡c b i to¡n li¶n quan.
� Gi£i th½ch �÷ñc c¡c kh¡i ni»m h¼nh håc Euclid, h¼nh håc
�çng d¤ng.

Möc ti¶u ch÷ìng
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2.1 Khæng gian vectì Euclid

2.1.1 �ành ngh¾a khæng gian vectì Euclid

�ành ngh¾a 2.1.1.1. ChoV l  khæng gian vectì tr¶n tr÷íng sè thüc
R, mët ¡nh x¤ φ : V ×V → R �°t t÷ìng ùng méi (⃗a, b⃗) ∈ V ×V

vîi mët sè thüc x¡c �ành, kþ hi»u l  φ(⃗a, b⃗) hay a⃗ · b⃗, �÷ñc gåi l  t½ch
væ h÷îng tr¶n V n¸u nâ thäa m¢n 4 ti¶n �· sau:

1) a⃗ · b⃗ = b⃗ · a⃗;

2) a⃗ · (⃗b+ c⃗) = a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗;

3) (λa⃗) · b⃗ = λ(⃗a · b⃗);

4) a⃗ · a⃗ ≥ 0, vîi måi a⃗ ∈ V, d§u "=" x£y ra khi v  ch¿ khi a⃗ = 0⃗;

vîi måi a⃗, b⃗, c⃗ ∈ V, måi λ ∈ R.

Khi �â a⃗ · b⃗ �÷ñc gåi l  t½ch væ h÷îng cõa a⃗ v  b⃗.

Khæng gian vectì V còng vîi mët t½ch væ h÷îng tr¶n nâ �÷ñc
gåi l  khæng gian vectì Euclid.

Nhªn x²t 2.1.1.2. T½ch væ h÷îng φ nâi tr¶n thüc ch§t l  mët d¤ng
song tuy¸n t½nh �èi xùng, x¡c �ành d÷ìng tr¶n khæng gian vectì V.

V½ dö 2.1.1.3. 1) Khæng gian c¡c vectì thæng th÷íng trong m°t
ph¯ng (hay trong khæng gian 3 chi·u) l  mët khæng gian vectì Euclid
vîi t½ch væ h÷îng thæng th÷íng a⃗ · b⃗ = ∥a⃗∥ · ∥⃗b∥ · cos(⃗a, b⃗), trong �â
∥a⃗∥, ∥⃗b∥ l  �ë d i cõa c¡c vectì a⃗, b⃗.

2) X²t khæng gian vectì thüc Rn, khi �â Rn l  khæng gian vectì
Euclid vîi t½ch væ h÷îng ch½nh tc:

(x1, x2, . . . , xn) · (y1, y2, . . . , yn) = x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn.

T½nh ch§t 2.1.1.4. Trong khæng gian vectì Euclid n chi·u ta câ:

i) a⃗ · (x⃗− y⃗) = a⃗ · x⃗− a⃗ · y⃗, vîi måi a⃗, x⃗, y⃗ ∈ V.

ii) a⃗ · 0⃗ = 0 vîi måi a⃗ ∈ V.

iii) (⃗a · b⃗)2 ≤ a⃗2 · b⃗2 vîi måi a⃗, b⃗ ∈ V (B§t �¯ng thùc Cauchy -
Schwarz).
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Chùng minh. i) v  ii) l  hiºn nhi¶n.

iii) N¸u a⃗, b⃗ phö thuëc tuy¸n t½nh th¼ tçn t¤i sè k ∈ R sao cho
a⃗ = k⃗b ho°c b⃗ = ka⃗. Khæng m§t t½nh têng qu¡t ta gi£ sû a⃗ = k⃗b.
Khi �â (⃗a · b⃗)2 = (k⃗b · b⃗)2 = k2

(⃗
b2
)2
, a⃗2 · b⃗2 = (k⃗b)2 · b⃗2 = k2

(⃗
b2
)2
.

Suy ra
(⃗a · b⃗)2 = a⃗2 · b⃗2. (2.1)

N¸u a⃗, b⃗ �ëc lªp tuy¸n t½nh th¼ a⃗+ k⃗b ̸= 0⃗ vîi måi k ∈ R, hay

(⃗a+ k⃗b)2 > 0,∀k ∈ R ⇔ b⃗2k2 + 2a⃗ · b⃗ · k + a⃗2 > 0,∀k ∈ R

⇔
{
b⃗2 > 0
∆′ < 0

⇔ (⃗a · b⃗)2 − a⃗2 · b⃗2 < 0

⇔ (⃗a · b⃗)2 < a⃗2 · b⃗2. (2.2)

Tø (2.1) v  (2.2) ta câ �i·u ph£i chùng minh.

Nhªn x²t 2.1.1.5. Tr¶n khæng gian vectì Euclid Rn vîi t½ch væ
h÷îng ch½nh tc, b§t �¯ng thùc Cauchy - Schwarz câ d¤ng

(x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn)
2 ≤

(
x21 + . . .+ x2n

)
·
(
y21 + . . .+ y2n

)
.

�ành ngh¾a 2.1.1.6. Cho vectì a⃗ trong khæng gian vectì Euclid
V, mæ-�un (hay �ë d i) cõa vectì a⃗, kþ hi»u ∥a⃗∥, l  mët sè x¡c �ành
bði: ∥a⃗∥ =

√
a⃗ · a⃗. N¸u ∥a⃗∥ = 1, ta nâi a⃗ l  vectì �ìn và.

Nhªn x²t 2.1.1.7. i) ∥a⃗∥ ≥ 0,∀a⃗ ∈ V, ∥a⃗∥ = 0 ⇔ a⃗ = 0⃗.

ii) ∥λa⃗∥ = |λ|∥a⃗∥, vîi måi a⃗ ∈ V,∀λ ∈ R.

iii) |⃗a · b⃗| ≤ ∥a⃗∥ · ∥
−→
b ∥ vîi måi a⃗, b⃗ ∈ V.

iv) ∥a⃗ + b⃗∥ ≤ ∥a⃗∥ + ∥⃗b∥, vîi måi a⃗, b⃗ ∈ V (b§t �¯ng thùc tam
gi¡c).

�ành ngh¾a 2.1.1.8. Cho a⃗, b⃗ l  2 vectì kh¡c 0 trong khæng gian
vectì Euclid V. Gâc giúa 2 vectì a⃗, b⃗ l  mët sè θ vîi 0 ≤ θ ≤ π sao
cho

cos θ =
a⃗ · b⃗

∥a⃗∥ · ∥⃗b∥
, 0 ≤ θ ≤ π.
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N¸u a⃗ · b⃗ = 0, ta nâi a⃗ vuæng gâc (hay trüc giao) vîi b⃗, kþ hi»u a⃗ ⊥ b⃗.
Rã r ng 0⃗ ⊥ a⃗, vîi måi a⃗ ∈ V.

Nhªn x²t 2.1.1.9. i) ∥a⃗+ b⃗∥2 = ∥a⃗∥2 + ∥⃗b∥2 ⇔ a⃗ ⊥ b⃗;

ii) θ = 0 ⇔ a⃗ = k⃗b, vîi k > 0;

iii) θ = π ⇔ a⃗ = k⃗b, vîi k < 0;

iv) θ =
π

2
⇔ a⃗ ⊥ b⃗.

2.1.2 H» vectì trüc giao, trüc chu©n

�ành ngh¾a 2.1.2.1. Cho V l  khæng gian vectì Euclid n chi·u,
a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗k ∈ V. Khi �â

+ H» vectì a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗k �÷ñc gåi l  h» trüc giao n¸u a⃗i ⊥
a⃗j,∀1 ≤ i ̸= j ≤ k.

+ H» vectì a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗k �÷ñc gåi l  h» trüc chu©n n¸u nâ l  h»
trüc giao v  ∥a⃗i∥ = 1,∀i = 1, . . . , k.

+ H» vectì {a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗k} �÷ñc gåi l  câ sð trüc giao n¸u nâ l 
h» trüc giao v  l  cì sð cõa V.

+ H» vectì {a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗k} �÷ñc gåi l  cì sð trüc chu©n n¸u nâ
l  h» trüc chu©n v  l  cì sð cõa V.

Tåa �ë cõa mët vectì �èi vîi cì sð trüc chu©n �÷ñc gåi l  tåa �ë
trüc chu©n.

Nhªn x²t 2.1.2.2. i) H» vectì {a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗k} l  h» trüc chu©n khi
v  ch¿ khi

a⃗i · a⃗j = δij =

{
0 khi i ̸= j
1 khi i = j

.

ii) N¸u (x1, x2, . . . , xn) , (y1, y2, . . . , yn) l  tåa �ë trüc chu©n cõa
c¡c vectì x⃗, y⃗ th¼ x⃗·y⃗ = x1y1+x2y2+. . .+xnyn, ∥x⃗∥ =

√
x21 + . . .+ x2n.

�ành lþ 2.1.2.3. Måi h» trüc giao gçm c¡c vectì kh¡c vectì khæng
trong khæng gian vectì Euclid l  �ëc lªp tuy¸n t½nh.
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Chùng minh. Cho a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗k l  h» vectì trüc giao v  a⃗i ̸= 0⃗,∀i =
1, . . . , k. Gi£ sû

λ1a⃗1 + λ2a⃗2 + . . .+ λka⃗k = 0⃗.

L¦n l÷ñt nh¥n hai v¸ cõa �¯ng thùc tr¶n vîi a⃗i,∀i = 1, . . . , k, ta
�÷ñc:

a⃗i (λ1a⃗1 + λ2a⃗2 + . . .+ λka⃗k) = 0⃗

⇔ λi (⃗ai)
2 = 0

⇔ λi = 0.

Vªy h» a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗k l  �ëc lªp tuy¸n t½nh.

H» qu£ 2.1.2.4. i) H» trüc chu©n l  h» �ëc lªp tuy¸n t½nh.

ii) H» n vectì {a⃗1, . . . , a⃗n} trong khæng gian vectì Euclid n chi·u

l  cì sð trüc chu©n khi v  ch¿ khi a⃗i · a⃗j = δij =

{
1 khi i = j

0 khi i ̸= j
.

�ành lþ 2.1.2.5. Trong khæng gian vectì Euclid n chi·u V cho h»
vectì trüc chu©n e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗k (k < n). Khi �â câ thº bê sung (n−k)
vectì v o h» tr¶n �º �÷ñc mët cì sð trüc chu©n cõa V.

Chùng minh. Gi£ sû e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗k (k < n) l  h» vectì trüc chu©n
trong khæng gian vectì Euclid n chi·u V. Khi �â tçn t¤i vectì r⃗ ∈ V

v  r⃗ /∈ ⟨e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗k⟩ (khæng gian sinh bði h» vectì e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗k).

X²t

a⃗ = r⃗ −
k∑

i=1

(r⃗ · e⃗i) · e⃗i.

Ta câ a⃗ ̸= 0⃗ v  a⃗ · e⃗j =

=

[
r⃗ −

k∑
i=1

(r⃗ · e⃗i) · e⃗i

]
· e⃗j = r⃗ · e⃗j− (r⃗ · e⃗j) · e⃗j · e⃗j = 0,∀j = 1, . . . , k,

tùc l  a⃗ ⊥ e⃗j vîi ∀j = 1, . . . , k. �°t e⃗k+1 =
a⃗

∥a⃗∥
, ta câ

∥e⃗k+1∥ = 1; e⃗k+1 · e⃗i = 0,∀i = 1, . . . , k.
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Do �â h» vectì e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗k, e⃗k+1 l  h» trüc chu©n.

Ti¸p töc qu¡ tr¼nh tr¶n �º nhªn �÷ñc c¡c vectì e⃗k+2, . . . , e⃗n sao
cho e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n l  cì sð trüc chu©n cõa V.

Bði v¼ trong khæng gian vectì kh¡c {⃗0} luæn câ vectì �ìn và, n¶n
tø �ành lþ tr¶n ta câ:

H» qu£ 2.1.2.6. Trong khæng gian vectì Euclid n chi·u, n > 0,
luæn câ cì sð trüc chu©n.

Trong khæng gian vectì Euclid, ma trªn chuyºn giúa c¡c cì cð
trüc chu©n l  ma trªn �°c bi»t, �â l  ma trªn vuæng A m  A ·AT = I

(ma trªn �ìn và), mët ma trªn nh÷ th¸ �÷ñc gåi l  ma trªn trüc giao.
Cö thº ta câ:

�ành lþ 2.1.2.7. Trong khæng gian vectì Euclid Vn, cho cì sð trüc
chu©n ε = {e⃗1, . . . , e⃗n} v  cì sð ε′ =

{
e⃗′1, . . . , e⃗′n

}
. Gi£ sû A l  ma

trªn chuyºn tø ε sang ε′. Th¸ th¼ A l  ma trªn trüc giao khi v  ch¿
khi ε′ l  cì sð trüc chu©n.

Chùng minh. Biºu thà cì sð ε′ qua cì sð ε,

e⃗′i = a1ie⃗1 + a2ie⃗2 + . . .+ anie⃗n, i = 1, 2, . . . , n.

Khi �â ma trªn chuyºn tø ε sang ε′ l  A = [aij].

Cì sð
{
e⃗′1, . . . , e⃗′n

}
l  trüc chu©n khi v  ch¿ khi e⃗′i · e⃗′j = δij,

tùc
∑n

k=1 aikajk = δij,∀i, j = 1, . . . , n. �i·u n y t÷ìng �÷ìng vîi
A · AT = I, tùc A l  ma trªn trüc giao.

2.1.3 Khæng gian con trüc giao, bò trüc giao

�ành ngh¾a 2.1.3.1. Cho P,Q l  c¡c khæng gian con trong khæng
gian vectì Euclid V. Khi �â

+ P �÷ñc gåi l  trüc giao (hay vuæng gâc) vîi Q n¸u vîi måi
x⃗ ∈ P, y⃗ ∈ Q th¼ x⃗ ⊥ y⃗, kþ hi»u P ⊥ Q;
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+ P �÷ñc gåi l  bò trüc giao (hay bò vuæng gâc) vîi Q n¸u
P ⊥ Q v  V = P+Q.

T½nh ch§t 2.1.3.2. i) N¸u P ⊥ Q th¼ P ∩Q = {⃗0}.

ii) N¸u P ⊥ Q v  R bò trüc giao vîi Q th¼ P ⊂ R.

iii) Cho P l  khæng gian con trong khæng gian vectì Euclid n

chi·u V. Khi �â khæng gian bò trüc giao cõa P l  duy nh§t, kþ hi»u
P⊥.

Chùng minh. i) Thªt vªy, n¸u P ⊥ Q v  x⃗ ∈ P ∩ Q ⇒ x⃗ ⊥ x⃗ ⇒
x⃗2 = 0 ⇒ x⃗ = 0⃗. Do �â P ∩Q = {⃗0}.

ii) Thªt vªy, gi£ sû u⃗ ∈ P ⊂ V = R ⊕ Q ⇒ u⃗ = r⃗ + q⃗, r⃗ ∈
R, q⃗ ∈ Q

⇒ u⃗ · q⃗ = r⃗ · q⃗ + q⃗ · q⃗ ⇒ q⃗ · q⃗ = 0 ⇒ q⃗ = 0⃗.

Do �â u⃗ = r⃗ ∈ R. Vªy P ⊂ R.

iii) Thªt vªy, tø t½nh ch§t ii) suy ra t½nh duy nh§t cõa khæng
gian con bò trüc giao cõa P. �º chùng minh sü tçn t¤i cõa khæng
gian con bò trüc giao cõa P, l§y cì sð trüc chu©n {e⃗1, . . . , e⃗k} trong
P . Theo �ành lþ v· sü tçn t¤i cì sð trüc chu©n, trong V câ sð trüc
chu©n {e⃗1, . . . , e⃗k, . . . , e⃗n}. X²t khæng gian con Q cõa V sinh bði h»
{e⃗k+1, . . . , e⃗n}. Khi �â, d¹ th§y r¬ng Q l  khæng gian bò trüc giao
cõa P.

2.1.4 �nh x¤ trüc giao, bi¸n �êi trüc giao

�ành ngh¾a 2.1.4.1. Cho hai khæng gian vectì Euclid V v  V′.
�nh x¤ tuy¸n t½nh φ : V → V′ �÷ñc gåi l  ¡nh x¤ tuy¸n t½nh trüc
giao (hay ¡nh x¤ trüc giao) n¸u φ b£o to n t½ch væ h÷îng cõa hai
vectì b§t k¼, tùc l : φ(u⃗) · φ(v⃗) = u⃗ · v⃗, ∀u⃗, v⃗ ∈ V.

�nh x¤ trüc giao φ : V → V′ l  song ¡nh �÷ñc gåi l  �¯ng c§u
trüc giao.

�¯ng c§u trüc giao φ : V → V �÷ñc gåi l  bi¸n �êi trüc giao.
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Nhªn x²t 2.1.4.2. i) �nh x¤ trüc giao l  �ìn c§u tuy¸n t½nh, v¼ tø
φ(u⃗) = 0⃗ ⇒ u⃗2 = u⃗ · u⃗ = φ(u⃗) · φ(u⃗) = 0 ⇒ u⃗ = 0 ⇒ Kerφ = {⃗0}.

ii) Tø i) suy ra n¸u V l  húu h¤n chi·u th¼ ¡nh x¤ trüc giao
φ : V → V l  bi¸n �êi trüc giao.

�ành lþ 2.1.4.3. �nh x¤ φ : V → V′ giúa c¡c khæng gian vectì
Euclid l  ¡nh x¤ trüc giao khi v  ch¿ khi φ b£o to n t½ch væ h÷îng.

Chùng minh. N¸u φ l  ¡nh x¤ trüc giao th¼ φ b£o to n t½ch væ h÷îng
(hiºn nhi¶n). Ng÷ñc l¤i, gi£ sû φ(x⃗) · φ(y⃗) = x⃗ · y⃗ vîi måi x⃗, y⃗, ta
c¦n chùng minh φ(λx⃗+ βy⃗) = λφ(x⃗) + βφ(y⃗) vîi måi λ, β ∈ R, tùc
u⃗ = φ(λx⃗+ βy⃗)− λφ(x⃗)− βφ(y⃗) ph£i b¬ng 0⃗.

V¼ vîi måi vectì φ(z⃗), ta câ

u⃗ · φ(z⃗) = (φ(λx⃗+ βy⃗)− λφ(x⃗)− βφ(y⃗)) · φ(z⃗)
= (λx⃗+ βy⃗) · z⃗ − λx⃗ · z⃗ − βy⃗ · z⃗
= 0,

n¶n u⃗ trüc giao vîi bao tuy¸n t½nh < Imφ >, nh÷ng rã r ng u⃗ công
thuëc < Imφ > n¶n u⃗ · u⃗ = 0, tø �â u⃗ = 0⃗.

�ành lþ 2.1.4.4. Cho ¡nh x¤ tuy¸n t½nh φ : V → V′ giúa c¡c khæng
gian vectì Euclid. Khi �â c¡c m»nh �· sau l  t÷ìng �÷ìng:

i) φ l  ¡nh x¤ trüc giao;

ii) φ bi¸n cì sð trüc chu©n trong V th nh h» trüc chu©n trong
V′;

iii) φ b£o to n mæ�un cõa vectì.

Chùng minh. i) ⇒ ii): Gi£ sû {e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n} l  cì sð trüc chu©n
trong V, ta câ

φ (e⃗i) · φ (e⃗j) = e⃗i · e⃗j = δij.

Tùc {φ (e⃗1) , φ (e⃗2) , . . . , φ (e⃗n)} l  h» trüc chu©n trong V′.

ii) ⇒ iii) : Gi£ sû x⃗ ∈ V v  x⃗ = x1e⃗1+x2e⃗2+ . . .+xne⃗n, trong �â
{e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n} l  cì sð trüc chu©n trong V, khi �â φ(x⃗) = x1φ (e⃗1)+

96



x2φ (e⃗2) + . . . + xnφ (e⃗n). V¼ {e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n} v  {φ (e⃗1), φ (e⃗2), . . .,
φ (e⃗n)} l  c¡c h» trüc chu©n n¶n ∥φ(x⃗)∥ =

√
x21 + . . .+ x2n = ∥x⃗∥.

iii) ⇒ i): Gi£ sû φ b£o to n mæ�un c¡c vectì v  x⃗, y⃗ ∈ V. Ta câ
∥φ(x⃗ + y⃗)∥ = ∥x⃗ + y⃗∥ hay ∥φ(x⃗) + φ(y⃗)∥ = ∥x⃗ + y⃗∥. B¼nh ph÷ìng
hai v¸ ta câ φ2(x⃗) + 2φ(x⃗) · φ(y⃗) + φ2(y⃗) = x⃗2 + 2x⃗ · y⃗ + y⃗2. V¼
∥φ(x⃗)∥ = ∥x⃗∥, ∥φ(y⃗)∥ = ∥y⃗∥, suy ra φ(x⃗) ·φ(y⃗) = x⃗ · y⃗. Tùc φ l  ¡nh
x¤ trüc giao.

�ành lþ 2.1.4.5. Cho bi¸n �êi trüc giao φ : V → V. Khi �â n¸u
U ⊂ V l  khæng gian con b§t bi¸n �èi vîi φ, tùc φ(U) = U, th¼
khæng gian U⊥ công b§t bi¸n �èi vîi φ.

Chùng minh. Gi£ thi¸t φ(U) = U. Ta chùng minh φ
(
U⊥) = U⊥.

L§y x⃗ ∈ φ
(
U⊥), ta câ x⃗ = φ(y⃗), y⃗ ⊥ u⃗, ∀u⃗ ∈ U. Vîi ∀a⃗ ∈ U =

φ(U), gi£ sû a⃗ = φ(u⃗), u⃗ ∈ U. Ta câ

x⃗ · a⃗ = φ(y⃗) · φ(u⃗) = y⃗ · u⃗ = 0.

Do �â x⃗ ∈ U⊥ ⇒ φ
(
U⊥) ⊂ U⊥. V¼ φ l  bi¸n �êi tuy¸n t½nh, �i·u

n y t÷ìng �÷ìng vîi φ
(
U⊥) = U⊥.

Düa v o k¸t qu£ cõa �¤i sè tuy¸n t½nh v· sü tçn t¤i khæng gian
con 1 chi·u ho°c 2 chi·u b§t bi¸n �èi vîi mët bi¸n �êi tuy¸n t½nh,
tø �ành lþ tr¶n ta câ:

�ành lþ 2.1.4.6. Cho bi¸n �êi trüc giao φ : Vn → Vn. Khi �â Vn

câ thº ph¥n t½ch th nh têng trüc ti¸p cõa c¡c khæng gian con 1 chi·u
ho°c 2 chi·u b§t bi¸n �èi vîi φ v  �æi mët trüc giao vîi nhau.

Tø sü ph¥n t½ch th nh c¡c khæng gian b§t bi¸n ð tr¶n, n¸u l§y
cì sð trüc chu©n tø c¡c vectì thuëc c¡c khæng gian con b§t bi¸n n y
th¼ ma trªn cõa ph²p bi¸n �êi trüc giao s³ câ d¤ng �°c bi»t. Cö thº
ta câ
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�ành lþ 2.1.4.7. Cho bi¸n �êi trüc giao φ : Vn → Vn. Khi �â tçn
t¤i cì sð trüc chu©n �º ma trªn cõa φ �èi vîi nâ câ d¤ng

A =



A1 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 A2 0 . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 Ak 0 . . . . . . . . .
0 . . . . . . 0 B1 0 . . . . . .
. . . . . . . . . . . . 0 B2 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . . . . . . . . . . 0 Bl


trong �â A1, . . . , Ak l  c¡c ma trªn trüc giao c§p 1 n¬m tr¶n �÷íng
ch²o, tùc Ai = ±1, B1, . . . , Bl l  c¡c ma trªn trüc giao c§p 2 n¬m
tr¶n �÷íng ch²o, tùc Bi câ d¤ng

Bi =

[
cos θi − sin θi
sin θi cos θi

]
, i = 1, . . . , l.

A �÷ñc gåi l  ma trªn câ d¤ng ch½nh tc cõa φ.

Chùng minh. Theo �ành lþ 2.1.4.6, khæng gian Vn ph¥n t½ch �÷ñc
th nh têng c¡c khæng gian con b§t bi¸n �æi mët vuæng gâc 1 chi·u
V1, . . . , Vk v  2 chi·uW1, . . . ,Wl. X²t cì sð trüc chu©n cõaVn lªp n¶n
tø c¡c cì sð trüc chu©n cõa c¡c khæng gian V1, . . . , Vk,W1, . . . ,Wl.
Ma trªn cõa φ tr¶n Vi l  ±1. Ma trªn cõa φ tr¶n Wi l  ma trªn trüc
giao c§p 2, do �â câ d¤ng Bi ð tr¶n. Suy ra ma trªn cõa φ �èi vîi
cì sð �÷ñc x²t tr¶n Vn câ d¤ng nâi trong �ành lþ.

2.1.5 Tü �çng c§u �èi xùng v  ch²o hâa trüc
giao

�ành ngh¾a 2.1.5.1. Cho khæng gian vectì Euclid V, ¡nh x¤ tuy¸n
t½nh φ : V → V thäa m¢n φ(u) · v = u · φ(v) vîi måi u, v ∈ V

�÷ñc gåi l  tü �çng c§u �èi xùng tr¶n V. Tü �çng c§u �èi xùng φ
tr¶n V x¡c �ành d¤ng song tuy¸n t½nh �èi xùng f tr¶n V cho bði
f(u, v) = u · φ(v), �÷ñc gåi l  d¤ng song tuy¸n t½nh �èi xùng li¶n
k¸t vîi φ.
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Ta th§y r¬ng ma trªn cõa tü �çng c§u �èi xùng �èi vîi mët cì
sð trüc chu©n l  ma trªn �èi xùng. Ng÷ñc l¤i, cho tr÷îc cì sð trüc
chu©n, ta th§y méi ma trªn �èi xùng A x¡c �ành mët tü �çng c§u
�èi xùng (v  do �â x¡c �ành mët d¤ng song tuy¸n t½nh �èi xùng li¶n
k¸t) nhªn A l  ma trªn cõa nâ �èi vîi cì sð �¢ cho.

D¹ d ng chùng minh �÷ñc k¸t qu£ sau.

�ành lþ 2.1.5.2. Ma trªn cõa tü �çng c§u �èi xùng v  ma trªn cõa
d¤ng song tuy¸n t½nh li¶n k¸t �èi vîi mët cì sð trüc chu©n l  tròng
nhau.

K¸t qu£ quan trång sau �¥y nâi v· d¤ng �ìn gi£n cõa ma trªn
cõa mët tü �çng c§u �èi xùng.

�ành lþ 2.1.5.3. 1 Tçn t¤i cì sð trüc chu©n �º ma trªn cõa tü �çng
c§u �èi xùng �èi vîi cì sð �â l  ma trªn ch²o.

Chóng ta bi¸t r¬ng, n¸u ma trªn cõa mët tü �çng c§u �èi vîi
mët cì sð l  A, ma trªn chuyºn tø cì sð n y sang mët cì sð thù hai
l  P th¼ ma trªn cõa tü �çng c§u �èi vîi cì sð thù hai l  P−1AP .
Do �â, theo �ành lþ tr¶n, n¸u A l  ma trªn cõa tü �çng c§u �èi xùng
�èi vîi mët cì sð trüc chu©n th¼ tçn t¤i cì sð trüc chu©n, câ ma trªn
chuyºn tø cì sð ban �¦u sang cì sð mîi l  P �º P−1AP l  mët ma
trªn ch²o.

Khi �â ta cán nâi ch²o ho¡ trüc giao A nhí ma trªn trüc giao P .
Tø �ành lþ 2.1.5.3 công cho th§y tü �çng c§u �èi xùng tr¶n khæng
gian n chi·u câ n gi¡ trà ri¶ng thüc (câ thº tròng nhau). D÷îi �¥y
ta câ th¶m mët �°c tr÷ng cõa tü �çng c§u �èi xùng.

Bê �· 2.1.5.4. Hai vectì ri¶ng t÷ìng ùng vîi hai gi¡ trà ri¶ng kh¡c
nhau cõa mët tü �çng c§u �èi xùng l  trüc giao.

Chùng minh. Gi£ sû u, v l  hai vectì ri¶ng t÷ìng ùng vîi hai gi¡ trà
ri¶ng kh¡c nhau k, l cõa to¡n tû �èi xùng A. Ta câ ku.v = Au.v =

1R. Kaye, R. Wilson (1998), Linear Algebra. Oxford University Press.
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u.Av = lu.v, suy ra (k − l)u.v = 0. V¼ k − l kh¡c 0 suy ra u.v = 0,
tùc u, v trüc giao.

2.2 Khæng gian Euclid

2.2.1 �ành ngh¾a khæng gian Euclid

�ành ngh¾a 2.2.1.1. Khæng gian afin �÷ñc gåi l  khæng gian Euclid
n¸u khæng gian vectì li¶n k¸t l  khæng gian vectì Euclid húu h¤n
chi·u.

Khæng gian Euclid �÷ñc gåi l  n chi·u n¸u khæng gian vectì
Euclid li¶n k¸t l  n chi·u.

Khæng gian Euclid th÷íng �÷ñc kþ hi»u l  E, khæng gian vectì
Euclid li¶n k¸t vîi nâ �÷ñc kþ hi»u VE ho°c

−→
E . �æi lóc �º nh§n

m¤nh sè chi·u ta cán kþ hi»u l  En v 
−→
En.

V½ dö 2.2.1.2. 1) M°t ph¯ng (khæng gian 2 chi·u thæng th÷íng)
�÷ñc håc ð tr÷íng phê thæng l  khæng gian Euclid 2 chi·u. Khæng
gian vectì li¶n k¸t cõa nâ l  khæng gian c¡c vectì tü do trong m°t
ph¯ng vîi t½ch væ h÷îng thæng th÷íng.

2) Khæng gian 3 chi·u thæng th÷íng �÷ñc håc ð tr÷íng phê thæng
l  khæng gian Euclid 3 chi·u. Khæng gian vectì li¶n k¸t cõa nâ l 
khæng gian c¡c vectì tü do trong khæng gian vîi t½ch væ h÷îng thæng
th÷íng.

3) Khæng gian vectì Euclid
−→
En l  khæng gian Euclid n chi·u li¶n

k¸t vîi ch½nh nâ vîi c§u tróc afin ch½nh tc.

4) X²t ph¯ng α trong khæng gian En. Khi �â α l  khæng gian
afin li¶n k¸t vîi khæng gian ph÷ìng −→α . V¼ −→α ⊂

−→
En n¶n −→α l  khæng

gian vectì Euclid vîi t½ch væ h÷îng c£m sinh, do �â ph¯ng α công
l  khæng gian Euclid.

Nhªn x²t 2.2.1.3. Khæng gian Euclid công l  mët khæng gian afin
n¶n nâ câ måi t½nh ch§t cõa khæng gian afin.
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2.2.2 Möc ti¶u v  tåa �ë trüc chu©n

�ành ngh¾a 2.2.2.1. Cho En l  khæng gian Euclid n chi·u. Möc
ti¶u afin {O; e⃗i} cõa En �÷ñc gåi l  möc ti¶u trüc chu©n n¸u cì sð
n·n {e⃗i} l  cì sð trüc chu©n cõa

−→
En. Tåa �ë cõa �iºm �èi vîi möc

ti¶u trüc chu©n �÷ñc gåi l  tåa �ë trüc chu©n.

V½ dö 2.2.2.2. X²t khæng gian Rn vîi t½ch væ h÷îng ch½nh tc v 
c§u tróc afin ch½nh tc. Möc ti¶u afin {O; e⃗i} cõa khæng gian Euclid
Rn vîi �iºm O(0, 0, . . . , 0) v  {e⃗i} l  cì sð ch½nh tc cõa Rn, l  möc
ti¶u trüc chu©n.

Nhªn x²t 2.2.2.3. Trong En x²t cæng thùc �êi möc ti¶u tø möc
ti¶u trüc chu©n {O; e⃗i} sang möc ti¶u trüc chu©n {O′; e⃗′i}:

[x] = A[x′] + [a]. (2.3)

Do A l  ma trªn chuyºn cì sð tø cì sð trüc chu©n {e⃗i} sang cì
sð trüc chu©n {e⃗′i} n¶n A l  ma trªn trüc giao.

Ng÷ñc l¤i, méi cæng thùc d¤ng (2.3) vîi A l  ma trªn trüc giao,
l  cæng thùc �êi möc ti¶u tø mët möc ti¶u trüc chu©n sang mët möc
ti¶u trüc chu©n kh¡c.

2.2.3 C¡c ph¯ng trüc giao, bò trüc giao

�ành ngh¾a 2.2.3.1. Trong khæng gian Euclid En cho ph¯ng α câ
ph÷ìng −→α v  ph¯ng β câ ph÷ìng

−→
β . Khi �â:

+ Hai ph¯ng α v  β �÷ñc gåi l  trüc giao (vuæng gâc), kþ hi»u
α ⊥ β, n¸u hai khæng gian vectì −→α v 

−→
β trüc giao.

+ Hai ph¯ng α v  β �÷ñc gåi l  bò trüc giao (bò vuæng gâc) n¸u
hai khæng gian vectì −→α v 

−→
β bò trüc giao trong

−→
En.

V½ dö 2.2.3.2. 1) Méi �iºm (0−ph¯ng) trüc giao vîi måi ph¯ng
trong En.
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2) Hai �÷íng th¯ng vuæng gâc trong m°t ph¯ng (ho°c trong
khæng gian) trong ch÷ìng tr¼nh h¼nh håc phê thæng l  hai ph¯ng
trüc giao vîi nhau.

3) �÷íng th¯ng vuæng gâc vîi m°t ph¯ng trong khæng gian trong
ch÷ìng tr¼nh h¼nh håc phê thæng l  hai ph¯ng bò trüc giao.

Nhªn x²t 2.2.3.3. Hai ph¯ng α v  β trong khæng gian En trüc giao
khi v  ch¿ khi hai khæng gian vectì −→α v 

−→
β trüc giao, n¶n −→α ∩

−→
β =

{⃗0}. Suy ra n ≥ dim(−→α +
−→
β ) = dim−→α +dim

−→
β = dim(α)+dim(β).

Do �â n¸u dim(α) + dim(β) > n th¼ α v  β khæng trüc giao. �i·u
n y cho th§y hai m°t ph¯ng trong khæng gian 3 chi·u khæng trüc
giao vîi nhau.

�ành lþ 2.2.3.4. Hai ph¯ng trüc giao câ khæng qu¡ mët �iºm chung.
Hai ph¯ng bò trüc giao câ mët �iºm chung duy nh§t.

Chùng minh. Gi£ sû hai ph¯ng α v  β trüc giao. N¸u câ hai �iºm
M,N ∈ α ∩ β th¼ ta câ

−−→
MN ∈ −→α ∩

−→
β . Suy ra

−−→
MN ∈ −→α ,

−−→
MN ∈

−→
β

do �â
−−→
MN ·

−−→
MN = 0. Suy ra

−−→
MN = 0⃗, do �â M ≡ N .

N¸u α v  β bò trüc giao th¼ −→α ⊕
−→
β =

−→
En. Do �â n¸u α ∩ β = ∅

th¼ theo �ành lþ 1.1.4.11 ta câ:

dim(α + β) = dimα + dimβ − dim(−→α ∩
−→
β ) + 1

= dim(−→α ) + dim(
−→
β ) + 1 = n + 1.

�i·u n y væ lþ. K¸t hñp vîi þ �¦u suy ra α v  β câ �iºm chung duy
nh§t.

Bði v¼ hai ph¯ng trüc bò giao câ giao kh¡c réng, sû döng cæng
thùc v· chi·u cõa ph¯ng têng, ta câ

H» qu£ 2.2.3.5. N¸u α v  β bò trüc giao trong En th¼ En = α+β.

�ành lþ 2.2.3.6. N¸u α trüc giao vîi β v  γ bò trüc giao vîi β th¼
α v  γ l  hai ph¯ng song song.
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Chùng minh. Gåi −→α ,
−→
β ,−→γ l¦n l÷ñt l  ph÷ìng cõa c¡c ph¯ng α, β

v  γ. V¼ −→α trüc giao vîi
−→
β v  −→γ bò trüc giao vîi

−→
β n¶n −→α ⊂ −→γ .

Vªy α song song vîi γ.

H» qu£ 2.2.3.7. Hai ph¯ng còng bò trüc giao vîi ph¯ng thù ba th¼
chóng song song vîi nhau v  câ còng sè chi·u.

2.2.4 Kho£ng c¡ch giúa c¡c ph¯ng

a) Kho£ng c¡ch v  �÷íng vuæng gâc chung

�ành ngh¾a 2.2.4.1. Cho hai �iºm M,N trong khæng gian Euclid
En. Kho£ng c¡ch giúa hai �iºm M,N , kþ hi»u d(M,N), �÷ñc �ành
ngh¾a bði:

d(M,N) = ∥
−−→
MN∥ =

√
−−→
MN

2
. (2.4)

Kho£ng c¡ch giúa hai ph¯ng α v  β trong khæng gian Euclid En, kþ
hi»u d(α, β), �÷ñc �ành ngh¾a bði:

d(α, β) = inf
M∈α
N∈β

d(M,N). (2.5)

Nhªn x²t 2.2.4.2. infM∈α
N∈β

d(M,N) luæn tçn t¤i v¼ tªp {d(M,N) :

M ∈ α,N ∈ β} kh¡c réng v  bà ch°n d÷îi bði 0.

Tø �ành ngh¾a tr¶n v  tø c¡c t½nh ch§t v· �ë d i cõa vectì, ta câ
c¡c t½nh ch§t sau.

T½nh ch§t 2.2.4.3. i) d(M,N) = d(N,M),∀M,N ∈ En.

ii) d(M,N) ≥ 0 v  d(M,N) = 0 ⇔M ≡ N .

iii) d(M,N) + d(N,P ) ≥ d(M,P ) vîi ba �iºm b§t k¼ M,N,P ∈
En.

iv) N¸u M,N,P l  ba �iºm ph¥n bi»t th¼ �iºm N thuëc �o¤n
th¯ng MP khi v  ch¿ khi d(M,N) + d(N,P ) = d(M,P ).

v) N¸u α ∩ β ̸= ∅ th¼ d(α, β) = 0.
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�º x¡c �ành kho£ng c¡ch giúa hai ph¯ng chóng ta c¦n �¸n kh¡i
ni»m sau.

�ành ngh¾a 2.2.4.4. �÷íng th¯ng ∆ �÷ñc gåi l  �÷íng vuæng gâc
chung cõa hai ph¯ng α v  β n¸u ∆ trüc giao vîi α v  β, �çng thíi
∆ ct α v  β.

�ành lþ 2.2.4.5. N¸u ∆ l  �÷íng vuæng gâc chung cõa hai ph¯ng
α v  β, giao �iºm cõa ∆ vîi α v  β l¦n l÷ñt l  I v  J th¼

d(α, β) = d(I, J).

Chùng minh. Vîi måi M ∈ α,N ∈ β, ta câ:
−−→
MN =

−−→
MI +

−→
IJ +

−→
JN.

Suy ra

∥
−−→
MN∥2 = ∥

−−→
MI+

−→
IJ+

−→
JN∥2 = ∥

−−→
MI+

−→
JN∥2+∥

−→
IJ∥2+2

−→
IJ ·(

−−→
MI+

−→
JN).

V¼
−→
IJ ·

−−→
MI = 0,

−→
IJ ·

−→
JN = 0 n¶n

∥
−−→
MN∥2 = ∥

−−→
MI +

−→
JN∥2 + ∥

−→
IJ∥2.

Hay
∥
−−→
MN∥2 ≥ ∥

−→
IJ∥2.

Vªy d(M,N) ≥ d(I, J),∀M ∈ α, ∀N ∈ β. Tùc l  d(α, β) = d(I, J).

�ành lþ 2.2.4.6. N¸u α ∩ β = ∅ th¼ luæn tçn t¤i �÷íng vuæng gâc
chung cõa α v  β. �÷íng vuæng gâc chung l  duy nh§t khi v  ch¿ khi
−→α ∩

−→
β = {⃗0}.

Chùng minh. + Tø gi£ thi¸t α∩β = ∅ ta suy ra −→α +
−→
β ̸=

−→
En. Thªt

vªy, n¸u −→α +
−→
β =

−→
En, khi �â vîi måi A ∈ α,B ∈ β ta câ:

−→
En ∋

−→
AB = −→α +

−→
β ⇔

−→
AB = x⃗+ y⃗, x⃗ ∈ −→α , y⃗ ∈

−→
β

⇔ ∃M ∈ α, ∀N ∈ β :
−→
AB =

−−→
AM +

−−→
NB

⇔ ∃M ∈ α, ∀N ∈ β :
−→
AB −

−−→
AM =

−−→
NB

⇔ ∃M ∈ α, ∀N ∈ β :
−−→
MB =

−−→
NB (M ≡ N).
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Tùc l  α ∩ β ̸= ∅ (væ lþ). Vªy −→α +
−→
β ̸=

−→
En.

V¼ −→α +
−→
β ̸=

−→
En n¶n tçn t¤i duy nh§t khæng gian vectì con −→γ

bò trüc giao vîi −→α +
−→
β . L§y P ∈ α,Q ∈ β, ta câ ph¥n t½ch duy

nh§t:
−→
PQ = u⃗+ v⃗, vîi u⃗ ∈ −→α +

−→
β , v⃗ ∈ −→γ . Do −→u ∈ −→α +

−→
β n¶n tçn

t¤i a⃗ ∈ −→α , b⃗ ∈
−→
β sao cho u⃗ = a⃗ + b⃗. Khi �â tçn t¤i duy nh§t �iºm

A ∈ α,B ∈ β sao cho
−→
PA = a⃗,

−−→
BQ = b⃗. Ta câ:

−→
PQ =

−→
PA+

−→
AB +

−−→
BQ

= a⃗+ b⃗+
−→
AB

= u⃗+
−→
AB.

�i·u n y chùng tä
−→
AB = v⃗ ∈ −→γ . Do A ∈ α,B ∈ β v  α∩ β = ∅ n¶n

suy ra A ̸= B. Vªy �÷íng th¯ng ∆ �i qua hai �iºm A,B l  �÷íng
vuæng gâc chung cõa α v  β.

+ Gi£ sû ∆′ công l  �÷íng vuæng gâc chung cõa α v  β,∆′ ct
α v  β l¦n l÷ñt t¤i I ′ v  J ′. Ta câ:

−→
IJ =

−→
II ′ +

−−→
I ′J ′ +

−→
J ′J

=
(−→
II ′ +

−→
J ′J
)
+
−−→
I ′J ′

⇒ ∥
−→
IJ∥2 =

∥∥∥−−→I ′J ′
∥∥∥2 + ∥∥∥−→II ′ +−→

J ′J
∥∥∥2

(do
(−→
II ′ +

−→
J ′J
)
·
−−→
I ′J ′ = 0). Ta l¤i câ d(α, β) = ∥

−→
IJ∥ v  d(α, β) =∥∥∥−−→I ′J ′

∥∥∥, do �â ∥∥∥−→II ′ +−→
J ′J
∥∥∥2 = 0 hay

−→
II ′+

−→
J ′J =

−→
0 , tùc l 

−→
II ′ =

−→
JJ ′.

Suy ra
−→
II ′ =

−→
JJ ′ ∈ −→α ∩

−→
β . Vªy ∆ tròng vîi ∆′ khi v  ch¿ khi

−→α ∩
−→
β = {⃗0}.

Tø hai �ành lþ tr¶n ta câ c¡c h» qu£ sau.

H» qu£ 2.2.4.7. Vîi �iºm A /∈ α, câ duy nh§t �iºm H ∈ α sao cho
�÷íng th¯ng AH ⊥ α v  khi �â d(A,H) = d(A,α). Ta gåi H l  h¼nh
chi¸u vuæng gâc cõa A l¶n α.

H» qu£ 2.2.4.8. N¸u α v  β l  hai ph¯ng song song v  −→α ⊂
−→
β th¼

måi �÷íng th¯ng �i qua A ∈ α, trüc giao vîi β v  ct β, l  �÷íng
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vuæng gâc chung cõa α v  β. Nh÷ vªy ta câ d(α, β) = d(A, β), vîi
måi A ∈ α.

b) C¡ch t½nh kho£ng c¡ch

�ành ngh¾a 2.2.4.9. [�ành thùc Gram] Trong khæng gian vectì
Euclid

−→
E n cho h» vectì u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗m. Kþ hi»u

Gr (u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗m) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
u⃗1 · u⃗1 u⃗1 · u⃗2 . . . u⃗1 · u⃗m
u⃗2 · u⃗1 u⃗2 · u⃗2 . . . u⃗2 · u⃗m
. . . . . . . . . . . .

u⃗m · u⃗1 u⃗m · u⃗2 . . . u⃗m · u⃗m

∣∣∣∣∣∣∣∣ (2.6)

v  �÷ñc gåi l  �ành thùc Gram cõa h» vectì {u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗m}.

Bê �· 2.2.4.10. �ành thùc Gram cõa h» vectì luæn khæng ¥m. �ành
thùc Gram cõa h» vectì b¬ng 0 khi v  ch¿ khi h» vectì phö thuëc tuy¸n
t½nh.

Chùng minh. Gåi W l  khæng gian vectì con m chi·u cõa Vn v  W

chùa u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗m. Gåi ε = {e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗m} l  mët cì sð trüc chu©n
cõa W.

Gi£ sû u⃗i = (a1i, a2i, . . . , ami) l  tåa �ë cõa u⃗i �èi vîi cì sð ε.

Kþ hi»uA = (aij) , i, j = 1, 2, . . . ,m. �º þ r¬ng u⃗i.u⃗j =
∑m

r=1 ariarj

= (ATA)ij (ph¦n tû ð h ng i, cët j cõa ma trªn ATA).

Do �â:

Gr (u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗m) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
u⃗1 · u⃗1 u⃗1 · u⃗2 . . . u⃗1 · u⃗m
u⃗2 · u⃗1 u⃗2 · u⃗2 . . . u⃗2 · u⃗m
. . . . . . . . . . . .

u⃗m · u⃗1 u⃗m · u⃗2 . . . u⃗m · u⃗m

∣∣∣∣∣∣∣∣
= det

(
AT · A

)
= (detA)2 ≥ 0.

H» u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗m phö thuëc tuy¸n t½nh khi v  ch¿ khi detA = 0

hay (detA)2 = 0, tùc l  Gr (u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗m) = 0. □

�ành lþ 2.2.4.11. Cho c¡c ph¯ng α v  β, α ∩ β = ∅, trong khæng
gian Euclid En. Gi£ sû M ∈ α,N ∈ β v  {u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗m} l  mët cì
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sð cõa −→α +
−→
β . Khi �â

d(α, β) =

√√√√Gr
(
u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗m,

−−→
MN

)
Gr (u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗m)

.

Chùng minh. Gåi AB l  �÷íng vuæng gâc chung cõa α v  β,A ∈
α,B ∈ β. Ta câ:

−−→
MN =

−−→
MA+

−→
AB +

−−→
BN.

Do (
−−→
MA+

−−→
BN) ⊥

−→
AB n¶n Gr

(
u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗m,

−−→
MN

)
=

= Gr
(
u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗m,

−−→
MA+

−−→
BN

)
+Gr

(
u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗m,

−→
AB
)
.

Chó þ r¬ng Gr
(
u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗m,

−−→
MA+

−−→
BN

)
= 0, n¶n cuèi còng

ta câ Gr
(
u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗m,

−−→
MN

)
=

= Gr
(
u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗m,

−→
AB
)
= ∥

−→
AB∥2Gr (u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗m) .

Do �â:

d(α, β) = ∥
−→
AB∥ =

√√√√Gr
(
u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗m,

−−→
MN

)
Gr (u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗m)

.

Nhªn x²t 2.2.4.12. Tø cæng thùc tr¶n suy ra:

i) Kho£ng c¡ch tø mët �iºm I �¸n m−ph¯ng α vîi u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗m
l  cì sð tòy þ cõa −→α l 

d(I, α) =

√√√√Gr
(
u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗m,

−→
IJ
)

Gr (u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗m)
,

trong �â J l  mët �iºm b§t ký thuëc α.

ii) Kho£ng c¡ch giúa hai �÷íng th¯ng ch²o nhau a, b trong khæng
gian 3 chi·u l 

d(a, b) =

√√√√Gr(⃗a, b⃗,
−→
IJ)

Gr(⃗a, b⃗)
,

trong �â a⃗, b⃗ l  vectì ch¿ ph÷ìng t÷ìng ùng cõa a, b v  I ∈ a, J ∈ b.
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V½ dö 2.2.4.13. Trong E3 vîi möc ti¶u trüc chu©n cho tr÷îc, cho
c¡c �÷íng th¯ng a, a′ câ ph÷ìng tr¼nh

a :


x1 = 1 + 2t
x2 = −2t
x3 = 2 + 3t

; a′ :


x1 = −1 + 3t
x2 = 2− t
x3 = −2 + t

.

Chùng minh c¡c �÷íng th¯ng a v  a′ ch²o nhau. T½nh kho£ng
c¡ch giúa a v  a′.

Gi£i. Ta câ I(1, 0, 2) ∈ a; J = (−1, 2,−2) ∈ a′. C¡c vectì ch¿ ph÷ìng
cõa a, a′ t÷ìng ùng l  u⃗(2,−2, 3), u⃗′(3,−1, 1). V¼ h» 3 vectì u⃗, u⃗′,

−→
IJ

�ëc lªp tuy¸n t½nh n¶n a, a′ ch²o nhau. Kho£ng c¡ch cõa a v  a′ l 

d(a, a′) =

√√√√√√√√√√√

∣∣∣∣∣∣∣
u⃗2 u⃗.u⃗′ u⃗.

−→
IJ

u⃗.u⃗′ u⃗′
2

u⃗′.
−→
IJ

u⃗.
−→
IJ u⃗′.

−→
IJ

−→
IJ2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ u⃗2 u⃗.u⃗′

u⃗.u⃗′ u⃗′
2

∣∣∣∣∣
=

√√√√√√√√√
∣∣∣∣∣∣
17 11 −20
11 11 −12
−20 −12 24

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣17 11
11 11

∣∣∣∣ =

√
8

33
.

c) Kho£ng c¡ch tø mët �iºm �¸n mët si¶u ph¯ng

Trong möc n y, chóng ta x²t tr÷íng hñp �°c bi»t, �â l  kho£ng
c¡ch giúa mët �iºm v  mët si¶u ph¯ng, ngo i c¡ch x¡c �ành kho£ng
c¡ch cõa hai ph¯ng têng qu¡t nâi ð tr¶n, trong tr÷íng hñp n y ta
câ c¡ch t½nh �ìn gi£n hìn d÷îi �¥y.

Trong En cho si¶u ph¯ng α, gi£ sû α câ ph÷ìng tr¼nh têng qu¡t
�èi vîi mët möc ti¶u trüc chu©n l :

n∑
i=1

aixi + a = 0. (2.7)

Khi �â d¹ d ng th§y r¬ng n⃗ (a1, a2, . . . , an) l  vectì ph¡p tuy¸n cõa
α (n⃗ ⊥ −→α ). Gi£ sû M (x01, x

0
2, . . . , x

0
n) ∈ En. Ta h¢y t½nh d(M,α).

Gåi H l  h¼nh chi¸u cõa M l¶n α (H ∈ α,MH bò trüc giao vîi α).
Suy ra

−−→
HM = tn⃗. Ta câ:

d(M,α) = ∥
−−→
MH∥ = ∥t−→n ∥ = |t|∥−→n ∥.
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Do
−−→
HM = tn⃗ suy ra H câ tåa �ë (x01 − ta1, x

0
2 − ta2, . . . , x

0
n − tan).

Do H ∈ α n¶n
n∑

i=1

ai
(
x0i − tai

)
+ a = 0,

hay

n∑
i=1

aix
0
i + a =

n∑
i=1

t
(
a2i
)

⇔
n∑

i=1

aix
0
i + a = t∥n⃗∥2

⇔
n∑

i=1

aix
0
i + a = (t∥n⃗∥)∥n⃗∥

⇔
n∑

i=1

aix
0
i + a = ±d(M,α)∥n⃗∥.

Tø �¥y suy ra:

d(M,α) =
|
∑n

i=1 aix
0
i + a|

∥n⃗∥
=

|
∑n

i=1 aix
0
i + a|√∑n

i=1 a
2
i

.

Nhªn x²t 2.2.4.14. i) Trong E2 cho �÷íng th¯ng ∆ câ ph÷ìng
tr¼nh ax+ by + c = 0 v  M (x0, y0) . Khi �â

d(M,α) =
|ax0 + by0 + c|√

a2 + b2

l  cæng thùc quen thuëc cõa h¼nh håc gi£i t½ch trong m°t ph¯ng.

ii) Trong E3 cho m°t ph¯ng α câ ph÷ìng tr¼nh ax+by+cz+d = 0

v  M (x0, y0, z0) . Khi �â

d(M,α) =
|ax0 + by0 + cz0 + d|√

a2 + b2 + c2

l  cæng thùc quen thuëc cõa h¼nh håc gi£i t½ch trong khæng gian.

2.2.5 Gâc trong khæng gian Euclid

a) Gâc giúa hai �÷íng th¯ng
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Cho hai �÷íng th¯ng d1 v  d2 trong khæng gian Euclid En câ c¡c
vectì ch¿ ph÷ìng l¦n l÷ñt l  a⃗ v  b⃗. Khi �â gâc giúa hai �÷íng th¯ng
d1 v  d2 l  sè θ, 0 ≤ θ ≤ π

2
, x¡c �ành bði:

cos θ =
|⃗a · b⃗|
∥a⃗∥∥⃗b∥

.

Nhªn x²t 2.2.5.1. i) �ành ngh¾a tr¶n khæng phö thuëc v o vi»c
chån c¡c vectì ch¿ ph÷ìng cõa �÷íng th¯ng d1 v  d2.

ii) N¸u d1 ∥ d2 th¼ θ = 0.

iii) N¸u d1 ⊥ d2 th¼ θ =
π

2
.

iv) Gâc giúa hai �÷íng th¯ng b¬ng gâc giúa hai vectì ch¿ ph÷ìng
khi gâc giúa hai vectì l  gâc nhån v  bò vîi gâc giúa hai vectì ch¿
ph÷ìng khi gâc giúa hai vectì l  gâc tò.

b) Gâc giúa hai si¶u ph¯ng

Trong En cho hai si¶u ph¯ng α v  β. L§y hai �÷íng th¯ng d1 v 
d2 l¦n l÷ñt trüc giao vîi α v  β. Khi �â gâc giúa hai si¶u ph¯ng α
v  β �÷ñc �ành ngh¾a l  gâc giúa hai �÷íng th¯ng d1 v  d2.

Nhªn x²t 2.2.5.2. �ành ngh¾a tr¶n khæng phö thuëc v o vi»c chån
hai �÷íng th¯ng d1 v  d2 t÷ìng ùng trüc giao vîi α v  β.

c) Gâc giúa �÷íng th¯ng v  si¶u ph¯ng

Trong En cho �÷íng th¯ng d v  si¶u ph¯ng α, l§y d′ trüc giao vîi
α v  x¡c �ành gâc θ′ giúa hai �÷íng th¯ng d v  d′. Khi �â gâc giúa
�÷íng th¯ng d v  si¶u ph¯ng α �÷ñc x¡c �ành l  gâc θ m  θ =

π

2
−θ′.

Khi �÷íng th¯ng d trüc giao vîi si¶u ph¯ng α ta câ θ =
π

2
.

Chó þ 2.2.5.3. N¸u u⃗ l  ph÷ìng cõa d v  n⃗ l  vectì ph¡p tuy¸n
cõa α th¼:

sin θ = sin
(π
2
− θ′

)
= cos θ′ =

|u⃗ · n⃗|
∥u⃗∥∥n⃗∥

.
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2.2.6 Thº t½ch trong khæng gian Euclid

a) Thº t½ch cõa h¼nh hëp

Cho m−hëp H x¡c �ành bði m+ 1 �iºm �ëc lªp P0, P1, . . . , Pm.
�°t

−−→
P0Pi = u⃗i, i = 1, 2, . . . ,m. Thº t½ch cõa m−hëp H, kþ hi»u

V (H), �÷ñc �ành ngh¾a:

V (H) =
√
Gr (u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗m).

Khi m = 1, hëp H l  �o¤n th¯ng P0P1, khi �â

V (H) =
√
Gr (u⃗1) = ∥u⃗1∥ =

∥∥∥−−→P0P1

∥∥∥ = d (P0, P1) .

Trong tr÷íng hñp n y thº t½ch �o¤n th¯ng cán �÷ñc gåi l  �ë d i
�o¤n th¯ng.

Khi m = 2, thº t½ch 2−hëp cán �÷ñc gåi l  di»n t½ch.

Cho m−hëp H x¡c �ành bði m+ 1 �iºm �ëc lªp P0, P1, . . . , Pm.
Gåi (m− 1)−hëp H′ x¡c �ành bði m �iºm �ëc lªp P0, P1, . . . , Pm−1

l  �¡y cõa hëp H ùng vîi �¿nh Pm. Gåi kho£ng c¡ch tø �¿nh Pm tîi
(m− 1)−hëp H′ l  chi·u cao cõa hëp H ùng vîi �¡y H′, kþ hi»u h.

�ành lþ 2.2.6.1. Vîi kþ hi»u ð tr¶n ta câ: V (H) = V (H′) · h.

Chùng minh. Gåi I l  h¼nh chi¸u cõa Pm l¶n (m − 1)−ph¯ng chùa
H′. Ta câ

u⃗m =
−−→
P0Pm =

−→
P0I +

−→
IPm.

Do �â: Gr (u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗m) = Gr
(
u⃗1, u⃗2, . . . ,

−→
P0I +

−→
IPm

)
=

= Gr
(
u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗m−1,

−→
IPm

)
(v¼ u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗m−1,

−→
P0I l  h» vectì

phö thuëc tuy¸n t½nh).

= Gr (u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗m−1) ·
−→
IP 2

m

(
v¼

−→
IPm ⊥ u⃗i,∀i = 1, 2, . . . ,m− 1

)
.

Tø �â suy ra:
V (H) = V (H′) · d (I, Pm) ,
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hay
V (H) = V (H′) · h.

Nhªn x²t 2.2.6.2. X²t m−hëp H x¡c �ành bði c¡c m+1 �iºm �ëc
lªp P0, P1, . . . , Pm. Tø �ành ngh¾a thº t½ch h¼nh hëp v  ph²p chùng
minh cõa Bê �· 2.2.4.10 ta câ nhªn x²t sau:

+ Khi u⃗i =
−−→
P0Pi, i = 1, . . . ,m l  mët h» trüc giao th¼

V (H) =
√

Gr(u⃗1, . . . , u⃗m) = ∥u⃗1∥∥u⃗2∥ . . . ∥u⃗m∥.

+ Gåi A l  ma trªn tåa �ë cõa h» vectì u⃗i =
−−→
P0Pi, i = 1, . . . ,m,

�èi vîi mët cì sð trüc chu©n trong khæng gian m chi·u sinh bði
{u⃗i, i = 1, . . . ,m}. Ta câ

V (H) = |det(A)|.

b) Thº t½ch cõa �ìn h¼nh

Chom−�ìn h¼nh S x¡c �ành bðim+1 �iºm �ëc lªp P0, P1, . . . , Pm.
Thº t½ch cõa m−�ìn h¼nh S, kþ hi»u V (S), �÷ñc �ành ngh¾a:

V (S) = 1

m!
V (H),

trong �âH l  h¼nh hëp x¡c �ành bðim+1 �iºm �ëc lªp P0, P1, . . . , Pm.

Chi·u cao cõa �ìn h¼nh S tø �¿nh Pm tîi �¡y S ′, l  (m−1)−�ìn
h¼nh x¡c �ành bði m �iºm �ëc lªp P0, P1, . . . , Pm−1, công l  chi·u
cao cõa h¼nh hëp H tø �¿nh Pm tîi �¡y. Khi �â ta câ cæng thùc

V (S) = 1

m
V (S ′) · h.

Khi m = 2, 3 ta câ c¡c cæng thùc quen thuëc v· t½nh di»n t½ch tam
gi¡c v  thº t½ch tù di»n ð tr÷íng phê thæng.

V½ dö 2.2.6.3. Trong khæng gian 3 chi·u �¢ cho möc ti¶u trüc
chu©n, t½nh thº t½ch cõa tù di»n ABCD, trong �â A = (1, 0, 1), B =

(0, 2, 1), C = (3,−1, 2), D = (0, 2, 3).
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Gi£i. Tù di»n l  3−�ìn h¼nh câ 4 �¿nh, l  4 �iºm �ëc lªp A,B,C,D.
Ta câ

−→
AB = (−1, 2, 0),

−→
AC = (2,−1, 1),

−−→
AD = (−1, 2, 2) v 

−→
AB2 =

5,
−→
AC2 = 6,

−−→
AD2 = 9,

−→
AB ·

−→
AC = −4,

−→
AB ·

−−→
AD = 5,

−→
AC ·

−−→
AD = −2

Gr
(−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD
)
=

∣∣∣∣∣∣
5 −4 5
−4 6 −2
5 −2 9

∣∣∣∣∣∣ = 56.

Thº t½ch cõa tù di»n (3−�ìn h¼nh) ABCD l 

V (ABCD) =
1

3!
·
√
Gr(

−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD) =

1

6

√
56.

2.3 �nh x¤ �¯ng cü, bi¸n �êi �¯ng cü

2.3.1 �nh x¤ �¯ng cü

�ành ngh¾a 2.3.1.1. �nh x¤ f : E → E′ giúa c¡c khæng gian Euclid
E v  E′ �÷ñc gåi l  ¡nh xa �¯ng cü n¸u f l  mët ¡nh x¤ afin câ ¡nh
x¤ tuy¸n t½nh li¶n k¸t

−→
f :

−→
E →

−→
E′ l  ¡nh x¤ trüc giao.

Tø �ành ngh¾a d¹ d ng suy ra �èi vîi måi c°p �iºm M,N thuëc
E v  £nh cõa chóng M ′ = f(M), N ′ = f(N) ta câ d(M,N) =

d (M ′, N ′) . Nâi c¡ch kh¡c ¡nh x¤ �¯ng cü b£o to n kho£ng c¡ch
giúa hai �iºm b§t k¼. Ng÷ñc l¤i ta câ:

�ành lþ 2.3.1.2. Måi ¡nh x¤ f : E → E′ giúa c¡c khæng gian
Euclid câ t½nh ch§t b£o to n kho£ng c¡ch giúa hai �iºm b§t k¼ (tùc l 
d(f(M), f(N)) = d(M,N) vîi måi M,N ∈ E) l  ¡nh x¤ �¯ng cü.

Chùng minh. L§y �iºm I ∈ E, gåi I ′ = f(I). X²t ¡nh x¤ φ :
−→
E →

−→
E′

x¡c �ành nh÷ sau: Gi£ sû u⃗ ∈
−→
E ta l§y �iºmM ∈ E sao cho

−−→
IM = u⃗.

�°t φ(u⃗) =
−−→
I ′M ′ vîi M ′ = f(M). Ta chùng minh φ b£o to n t½ch

væ h÷îng cõa hai vectì b§t k¼. L§y v⃗ b§t k¼ thuëc
−→
E v  l§y �iºm

N ∈ E sao cho
−→
IN = v⃗, khi �â φ(v⃗) =

−−→
I ′N vîi N ′ = f(N). Bði v¼
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f b£o tçn kho£ng c¡ch giúa hai �iºm n¶n d(M,N) = d (M ′, N ′). Do
�â: −−−→

MN2 =
−−−−→
M ′N ′2 ⇔ (

−→
IN −

−−→
IM)2 =

(−−→
I ′N ′ −

−−→
I ′M ′

)2
.

Công v¼ f b£o to n kho£ng c¡ch giúa hai �iºm n¶n
−→
IN2 =

−−→
I ′N ′2,

−−→
IM2 =

−−→
I ′M ′2 suy ra

−−→
I ′N ′.

−−→
I ′M ′ =

−→
IN.

−−→
IM tùc l  φ(u⃗) · φ(v⃗) = u⃗ · v⃗.

V¼ φ b£o to n t½ch væ h÷îng cõa hai vectì u⃗, v⃗ b§t k¼, theo �ành lþ
2.1.4.3 ta câ φ l  ¡nh x¤ trüc giao v  rã r ng φ l  ¡nh x¤ li¶n k¸t
cõa f . Vªy f l  ¡nh x¤ �¯ng cü.

T½nh ch§t 2.3.1.3. �nh x¤ �¯ng cü b£o to n sè chi·u cõa c¡c ph¯ng,
t½nh vuæng gâc cõa c¡c ph¯ng, kho£ng c¡ch cõa c¡c ph¯ng, gâc giúa
c¡c �÷íng th¯ng.

Vi»c chùng minh t½nh ch§t tr¶n xem nh÷ b i tªp.

2.3.2 Bi¸n �êi �¯ng cü

a) Ph²p �¯ng cü, ph²p díi h¼nh, ph²p ph£n díi h¼nh

�ành ngh¾a 2.3.2.1. �nh x¤ �¯ng cü f : E → E tø khæng gian
Euclid E v o ch½nh nâ �÷ñc gåi l  ph²p bi¸n �êi �¯ng cü (hay ph²p
�¯ng cü) tr¶n E.

Nhªn x²t 2.3.2.2. i) �nh x¤ �¯ng cü f : E → E l  song ¡nh, do
�â f l  ph²p afin.

ii) Tªp hñp c¡c ph²p �¯ng cü cõa En lªp th nh mët nhâm, l 
nhâm con cõa nhâm c¡c ph²p afin cõa En, kþ hi»u Isom (En).

Trong En vîi möc ti¶u trüc chu©n cho tr÷îc {O; e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n},
gi£ sû ph²p bi¸n �êi afin f : En → En câ ph÷ìng tr¼nh l :

[x′] = A[x] + [b].

Khi �â A l  ma trªn cõa ph²p �¯ng c§u tuy¸n t½nh
−→
f (li¶n k¸t vîi

f) �èi vîi cì sð trüc chu©n {e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n}. Do �â f l  ph²p bi¸n �êi
�¯ng cü khi v  ch¿ khi A l  ma trªn trüc giao, tùc l  AAT = In. V¼
A l  ma trªn trüc giao n¶n detA = ±1.

114



�ành ngh¾a 2.3.2.3. Gi£ sû A l  ma trªn cõa ph²p �¯ng c§u tuy¸n
t½nh

−→
f (li¶n k¸t vîi ph²p �¯ng cü f) �èi vîi mët cì sð trüc chu©n.

N¸u det(A) = 1 th¼ f �÷ñc gåi l  ph²p díi h¼nh (hay ph²p díi). N¸u
det(A) = −1 th¼ f �÷ñc gåi l  ph²p ph£n díi h¼nh (hay ph²p ph£n
chi¸u).

Tªp hñp c¡c ph²p díi h¼nh trong khæng gian Euclid En l m th nh
mët nhâm, l  nhâm con cõa nhâm �¯ng cü, �÷ñc gåi l  nhâm díi
h¼nh v  kþ hi»u l  Isom+ (En).

b) Ph²p �èi xùng qua m−ph¯ng

�ành ngh¾a 2.3.2.4. Cho m−ph¯ng α câ ph÷ìng −→α trong khæng
gian Euclid En. Vîi �iºm M ∈ En ta düng ph¯ng β qua M v  bò
vuæng gâc vîi α. Khi �â β l  duy nh§t, dimβ = n−m v  β∩α = {I}.
L§y M ′ ∈ En sao cho:

−−→
IM ′ = −

−−→
IM . Khi �â ¡nh x¤

f : En → En

M 7→ f(M) =M ′

�÷ñc gåi l  ph²p �èi xùng qua m−ph¯ng α.

V½ dö. Ph²p �èi xùng qua �÷íng th¯ng trong E2, ph²p �èi xùng
qua m°t ph¯ng trong E3.

�ành lþ 2.3.2.5. i) Ph²p �èi xùng l  ph²p �¯ng cü.

ii) Ph²p �èi xùng qua m−ph¯ng α trong En l  ph²p díi h¼nh n¸u
n−m ch®n, l  ph²p ph£n díi h¼nh n¸u n−m l´.

Chùng minh. i) X²t ¡nh x¤ φ :
−→
E = −→α ⊕−→α ⊥ → −→α ⊕−→α ⊥, u⃗+ v⃗ 7→

u⃗−v⃗. D¹ th§y r¬ng φ l  ¡nh x¤ tuy¸n t½nh v  b£o to n t½ch væ h÷îng,
tùc φ l  ¡nh x¤ trüc giao. Ta chùng minh φ l  ¡nh x¤ li¶n k¸t cõa
ph²p �èi xùng f qua m−ph¯ng α. Thªt vªy, gi£ sûM,N l  hai �iºm
b§t ký trong khæng gian E câ £nh qua ph²p �èi xùng f l  M ′, N ′.
Gåi H,K t÷ìng ùng l  trung �iºm cõaMM ′ v  NN ′(H,K ∈ α). Ta
câ

−−−−−−−→
f(M)f(N) =

−−−→
M ′N ′ =

(−−−→
M ′H +

−−→
KN ′

)
+
−−→
HK =
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= φ(
−−→
MH +

−−→
KN +

−−→
HK) = φ(

−−→
MN).

Tùc f l  ¡nh x¤ afin nhªn φ l  ¡nh x¤ li¶n k¸t. Vªy f l  ph²p �¯ng
cü.

ii) X²t cì sð trüc chu©n e⃗1, . . . , e⃗m, e⃗m+1, . . . , e⃗n trong �â

e⃗1, . . . , e⃗m ∈ −→α , e⃗m+1, . . . , e⃗n ∈ −→α ⊥.

Khi �â £nh qua φ cõa cì sð e⃗1, . . ., e⃗m, e⃗m+1, . . ., e⃗n l  e⃗1, . . ., e⃗m,
−e⃗m+1, . . ., −e⃗n. Do vªy ma trªn cõa φ �èi vîi cì sð e⃗1, . . ., e⃗m,
e⃗m+1, . . ., e⃗n l  ma trªn ch²o câ d¤ng

A =



1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 . . . 0
...

... . . . ...
... . . . ...

0 0 . . . 1 0 . . . 0
0 0 . . . 0 −1 . . . 0
...

... . . . ...
... . . . ...

0 0 . . . 0 0 . . . −1


gçm m sè 1 v  n−m sè −1 tr¶n �÷íng ch²o. �ành thùc cõa ma trªn
�â d÷ìng n¸u n−m ch®n, l  ¥m n¸u n−m l´, tùc ph²p �èi xùng l 
díi h¼nh n¸u n−m ch®n v  ph£n díi h¼nh n¸u n−m l´.

Nhªn x²t 2.3.2.6. N¸u chån möc ti¶u {O; e⃗1, . . . , e⃗n} vîi O ∈ α

v  cì sð e⃗1, . . . , e⃗n �÷ñc l§y nh÷ trong �ành lþ tr¶n th¼ ph÷ìng tr¼nh
cõa ph²p �èi xùng qua m−ph¯ng α l :

x′1 = x1
...
x′m = xm

x′m+1 = −xm+1

...
x′n = −xn

.

Nhªn x²t 2.3.2.7. Theo �ành lþ tr¶n, ta câ:

i) Ph²p �èi xùng qua �÷íng th¯ng trong m°t ph¯ng E2 l  ph²p
ph£n díi h¼nh;
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ii) Ph²p �èi xùng qua 1 �iºm (tùc 0−ph¯ng) trong E2 l  ph²p
díi h¼nh;

iii) Ph²p �èi xùng qua m°t ph¯ng trong khæng gian E3 l  ph²p
ph£n díi h¼nh;

iv) Ph²p �èi xùng qua si¶u ph¯ng l  ph²p ph£n díi h¼nh.

c) Ph²p quay quanh (n− 2)−ph¯ng trong En

�ành ngh¾a 2.3.2.8. Mët ph²p díi trong En giú nguy¶n måi �iºm
cõa (n− 2)−ph¯ng β �÷ñc gåi l  ph²p quay quanh β.

Nâi ri¶ng, trong E2 ta câ ph²p quay quanh mët �iºm (0−ph¯ng);
trong E3 ta câ ph²p quay quanh mët tröc (ph²p quay quanh mët
�÷íng th¯ng).

�ành lþ 2.3.2.9. i) T½ch cõa hai ph²p �èi xùng qua hai si¶u ph¯ng
ct nhau l  mët ph²p quay.

ii) Méi ph²p quay �·u ph¥n t½ch �÷ñc th nh t½ch cõa hai ph²p �èi
xùng qua hai si¶u ph¯ng ct nhau.

H¼nh 2.1

Chùng minh. i) Bði v¼ t½ch cõa hai ph²p ph£n díi h¼nh l  ph²p díi
h¼nh v  qua t½ch cõa hai ph²p �èi xùng qua hai si¶u ph¯ng, måi
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�iºm cõa (n − 2)−ph¯ng giao �÷ñc giú nguy¶n n¶n t½ch cõa hai
ph²p �èi xùng qua hai si¶u ph¯ng ct nhau l  mët ph²p quay quanh
(n− 2)−ph¯ng.

ii) Gi£ sû f l  ph²p quay quanh (n − 2)−ph¯ng β (H¼nh 2.1).
L§y P /∈ β v  P ′ = f(P ). Gåi α1 l  si¶u ph¯ng �i qua β v  P, α2 l 
si¶u ph¯ng trung trüc cõa PP ′ (tùc l  α2 l  �i qua trung �iºm cõa
PP ′ v  vuæng gâc vîi PP ′). Vîi måi �iºm I ∈ β ta câ f(I) = I, suy
ra IP = IP ′, do �â I ∈ α2. Nh÷ vªy α1 ∩ α2 = β.

Goi g1, g2 l¦n l÷ñt l  c¡c ph²p �èi xùng qua α1 v  α2 th¼ g2 ◦ g1
bi¸n måi �iºm cõa β th nh ch½nh nâ v  bi¸n P th nh P ′. Gåi γ l 
2−ph¯ng �i qua P v  trüc giao vîi β th¼ −→γ =

−→
β ⊥ v  c¡c ph²p �¯ng

cü f , g2 ◦ g1 �·u giú γ b§t bi¸n. V¼ f |γ v  (g2 ◦ g1)|γ l  ph²p quay
trong 2−ph¯ng γ quanh �iºm I = β∩γ câ f(P ) = g2◦g1(P ) = P ′ n¶n
f |γ = (g2 ◦ g1)|γ. Do �â tçn t¤i möc ti¶u trong khæng gian m  £nh
cõa chóng qua f v  g2 ◦g1 l  nh÷ nhau. Tø �â suy ra f = g2 ◦g1.

d) �iºm b§t �ëng v  vectì b§t �ëng cõa ph²p �¯ng cü

�ành ngh¾a 2.3.2.10. Cho ¡nh x¤ �¯ng cü f : En → En câ ¡nh
x¤ li¶n k¸t

−→
f :

−→
En →

−→
En. �iºm M �÷ñc gåi l  �iºm b§t �ëng (hay

�iºm k²p) cõa f n¸u f(M) =M . Vectì u⃗ �÷ñc gåi l  vectì b§t �ëng
cõa

−→
f n¸u

−→
f (u⃗) = u⃗.

Kþ hi»u Inv(
−→
f ) =

{
u⃗ ∈

−→
En |

−→
f (u⃗) = u⃗

}
= Ker(

−→
f − id−→

En).

Inv(f) = {M ∈ En | f(M) =M}.

Nhªn x²t 2.3.2.11. Inv(
−→
f ) l  mët khæng gian con cõa

−→
En.

�ành lþ 2.3.2.12. Cho f : En → En l  bi¸n �êi �¯ng cü tr¶n khæng
gian Euclid En. Khi �â:

i) N¸u Inv(f) ̸= ∅ th¼ nâ l  c¡i ph¯ng câ ph÷ìng Inv(
−→
f ).

ii) N¸u Inv(
−→
f ) = {⃗0} th¼ f câ �iºm b§t �ëng duy nh§t.

iii) N¸u Inv(
−→
f ) câ sè chi·u b¬ng q th¼ f l  ph²p díi h¼nh hay

ph£n díi h¼nh tòy thuëc n− q ch®n hay l´.
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Chùng minh. i) N¸u Inv(f) ̸= ∅ th¼ câ I ∈ En, f(I) = I. Gåi α l 
ph¯ng qua I câ ph÷ìng l  Inv(

−→
f ). Khi �â M ∈ Inv(f) ⇔ f(M) =

M ⇔
−−−−→
If(M) =

−−→
IM ⇔

−−−−−−→
f(I)f(M) =

−−→
IM ⇔

−→
f (

−−→
IM) =

−−→
IM ⇔

−−→
IM ∈

Inv(
−→
f ) ⇔ M ∈ α. Vªy Inv(f) = α.

ii) Biºu thùc tåa �ë cõa ph²p �¯ng cü f �èi vîi mët möc ti¶u câ
d¤ng

[x′] = A[x] + [a]

v  [x′] = A[x] l  biºu thùc tåa �ë cõa
−→
f �èi vîi cì sð n·n. Vectì

b§t �ëng câ tåa �ë l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh

(A− I)[x] = 0.

V¼ Inv(
−→
f ) = {⃗0} n¶n det(A−I) ̸= 0, do �â �iºm b§t �ëng câ tåa �ë

l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (A− I)[x] = −[a] tçn t¤i v  duy nh§t.

iii) V¼
−→
f l  bi¸n �êi trüc giao n¶n tçn t¤i cì sð trüc chu©n �º

ma trªn A cõa
−→
f câ d¤ng ch²o khèi, trong �â c¡c khèi tr¶n �÷íng

ch²o l  1 ho°c −1, ho°c l  c¡c ma trªn trüc giao c§p 2, hìn núa sè
c¡c sè 1 tr¶n �÷íng ch²o b¬ng dim(Inv(

−→
f )) = q. Gi£ sû sè c¡c khèi

ma trªn trüc giao c§p 2 l  k, ta câ

detA = (−1)n−q−2k = (−1)n−q.

Tø tr¶n suy ra n¸u n− q ch®n, detA = 1, th¼ f l  ph²p díi h¼nh v 
n¸u n− q l´, detA = −1, th¼ f l  ph²p ph£n díi h¼nh.

Ti¸p theo, ta câ k¸t qu£ quan trång sau.

�ành lþ 2.3.2.13. N¸u f : En → En l  mët ph²p bi¸n �êi �¯ng cü
th¼ f câ thº biºu di¹n duy nh§t d÷îi d¤ng

f = tv⃗ ◦ g,

trong �â g : En → En l  mët ph²p �¯ng cü câ �iºm b§t �ëng v 
v⃗ ∈ Inv(

−→
f ). Ngo i ra,

tv⃗ ◦ g = g ◦ tv⃗.
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Chùng minh. Ta �°t −→α = Inv(
−→
f ) v 

−→
β l  khæng gian bò trüc giao

cõa −→α , tùc −→α ⊥
−→
β v 

−→
En = −→α ⊕

−→
β . V¼ vîi måi x⃗ ∈

−→
β ta câ

−→
f (x⃗) ∈

−→
β , do �â

−→
f (x⃗)− x⃗ ∈

−→
β , n¶n câ ¡nh x¤(−→

f − IdEn

)∣∣∣−→
β
:
−→
β →

−→
β .

�nh x¤ �â l  �ìn c§u (tø �â suy ra �¯ng c§u) v¼ d¹ th§y r¬ng

Ker
(−→
f − Id−→

En

)∣∣∣−→
β
= {⃗0}.

�i·u �â câ ngh¾a l , vîi b§t ký v⃗ ∈
−→
β luæn câ vectì x⃗ ∈

−→
β sao cho

−→
f (x⃗)− x⃗ = v⃗. B¥y gií l§y mët �iºm tòy þ P ∈ En v  gåi P ′ = f(P ).
Ta ph¥n t½ch

−−→
PP ′ = v⃗ + w⃗, trong �â v⃗ ∈ −→α , w⃗ ∈

−→
β . Nh÷ tr¶n �¢

nâi, câ vectì x⃗ ∈
−→
β sao cho

−→
f (x⃗)− x⃗ = −w⃗. Ta l§y �iºm Q sao cho

−→
PQ = x⃗ v  gåi Q′ = f(Q). Khi �â

−−→
QQ′ =

−→
QP +

−−→
PP ′ +

−−→
P ′Q′ =

−−→
PP ′ − x⃗+

−→
f (x⃗) = v⃗ + w⃗ − w⃗.

B¥y gií n¸u x²t g = (tv⃗)
−1 ◦ f th¼ g l  ph²p �¯ng cü cõa En v 

g(Q) = (tv⃗)
−1 ◦ f(Q) = (tv⃗)

−1 (Q′) = Q. Khi �â f = tv⃗ ◦ g l 
c¡ch vi¸t c¦n t¼m. Ta nhªn th§y g ◦ tv⃗ ◦ g−1 l  ph²p tành ti¸n (v¼
−→g ◦ −→tv⃗ ◦

−→
g−1 = Id−→

En ) v  nâ bi¸n Q th nh Q′ n¶n

g ◦ tv⃗ ◦ g−1 = tv⃗ hay g ◦ tv⃗ = tv⃗ ◦ g.

B¥y gií gi£ sû câ hai c¡ch ph¥n t½ch

f = tv⃗ ◦ g = tv⃗ ◦ g′,

trong �â g, g′ l  nhúng ph²p �¯ng cü câ �iºm b§t �ëng v  v⃗ ∈
Inv(−→g ), v⃗′ ∈ Inv (−→g ′). Ta chó þ r¬ng Inv(−→g ) = Inv (−→g ′) = Inv(

−→
f ).

L§y mët �iºm P b§t �ëng cõa g v  gåi Q l  h¼nh chi¸u vuæng gâc
cõa P l¶n Inv(g). Gåi P ′ = f(P ) v  Q′ l  �iºm sao cho

−−→
QQ′ = v⃗′,

th¼ −−→
PP ′ = v⃗ =

−→
PQ+

−−→
QQ′ +

−−→
Q′P ′ = v⃗′ +

−→
PQ+

−−→
Q′P ′.

Chó þ r¬ng v⃗, v⃗′ ∈ −→α = Inv(
−→
f ), cán

−→
PQ +

−−→
Q′P ′ thuëc khæng gian

bò trüc giao cõa α⃗, suy ra v⃗ = v⃗′, hay tv⃗ = tv⃗′ v  do �â g = g′.
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e) Ph¥n lo¤i ¡nh x¤ �¯ng cü trong E2

Trong E2 ta �¢ bi¸t c¡c ph²p �¯ng cü sau:

+ Ph²p tành ti¸n theo mët vectì: ma trªn cõa ph²p tành ti¸n l 
ma trªn �ìn và c§p 2.

+ Ph²p quay quanh mët �iºm: ma trªn cõa ph²p quay �èi vîi
mët möc ti¶u trüc chu©n l  ma trªn câ d¤ng[

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
,

trong �â 0 ≤ θ ≤ π l  gâc quay.

+ Ph²p �èi xùng qua tröc (�èi xùng qua mët �÷íng th¯ng).

�ành ngh¾a 2.3.2.14. [Ph²p �èi xùng tr÷ñt] Trong khæng gian
Euclid E2 cho ph²p �èi xùng g �èi vîi �÷íng th¯ng α v  ph²p tành
ti¸n tv⃗, trong �â v⃗ ∈ −→α . T½ch tv⃗ ◦ g �÷ñc gåi l  ph²p �èi xùng tr÷ñt
(H¼nh 2.2).

Ta câ tv⃗ ◦ g = g ◦ tv⃗. Ph²p �èi xùng tr÷ñt l  t½ch cõa ph²p ph£n
díi h¼nh v  ph²p díi h¼nh n¶n nâ l  ph²p ph£n díi h¼nh. Khi v⃗ = 0⃗,
ph²p �èi xùng tr÷ñt l  ph²p �èi xùng qua �÷íng th¯ng.

H¼nh 2.2

�ành lþ 2.3.2.15. Méi ph²p ph£n díi h¼nh trong E2 l  mët ph²p
�èi xùng tr÷ñt, �°c bi»t l  mët ph²p �èi xùng.

Chùng minh. N¸u f : E2 → E2 l  ph²p ph£n díi h¼nh th¼ sè chi·u
cõa Inv(

−→
f ) b¬ng 1, n¶n trong c¡ch ph¥n t½ch f = tv⃗ ◦ g th¼ g ph£i l 
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ph²p �¯ng cü m  �iºm b§t �ëng n¬m tr¶n mët �÷íng th¯ng d. Vªy
g l  ph²p �èi xùng qua d. Khi �â f l  ph²p �èi xùng tr÷ñt.

�ành lþ 2.3.2.16. Méi ph²p díi h¼nh trong E2 l  mët ph²p tành
ti¸n ho°c l  mët ph²p quay.

Chùng minh. Gi£ sû f : E2 → E2 l  mët ph²p díi. Khi �â sè chi·u
cõa Inv(

−→
f ) b¬ng 2 ho°c 0. Ta câ f = tv⃗ ◦ g, trong �â g l  ph²p �¯ng

cü câ �iºm b§t �ëng v  v⃗ ∈ Inv(
−→
f ).

N¸u Inv(
−→
f ) câ chi·u b¬ng 2 th¼ g l  ph²p �çng nh§t v  f l  ph²p

tành ti¸n.

N¸u Inv(
−→
f ) câ chi·u b¬ng 0 th¼ g câ �iºm b§t �ëng duy nh§t I

v  v⃗ = 0⃗. Suy ra f l  ph²p quay quanh I.

C¡c ph²p �¯ng cü thº hi»n ð �ành lþ 2.3.2.15 v  �ành lþ 2.3.2.16
�â l  ph²p �èi xùng tr÷ñt, ph²p tành ti¸n, ph²p quay, chóng �÷ñc
gåi l  c¡c �¯ng cü câ d¤ng ch½nh tc trong E2.

V½ dö 2.3.2.17. Cho ph²p �¯ng cü f trong E2 câ biºu thùc tåa �ë
trong möc ti¶u trüc chu©n l 

x′1 =
1

2
x1 −

√
3

2
x2 − 1

x′2 =

√
3

2
x1 +

1

2
x2 + 2

.

H¢y x¡c �ành d¤ng ch½nh tc cõa f .

Gi£i. Ma trªn trüc giao A =

 1

2
−
√
3

2√
3

2

1

2

 câ |A| = 1 n¶n f l 

ph²p díi. V¼ A kh¡c ma trªn �ìn và n¶n f khæng l  ph²p tành ti¸n,
do �â f l  mët ph²p quay. T¥m quay l  �iºm b§t �ëng cõa f n¶n
tåa �ë l  nghi»m duy nh§t cõa h» ph÷ìng tr¼nh

x1 =
1

2
x1 −

√
3

2
x2 − 1,

x2 =

√
3

2
x1 +

1

2
x2 + 2.
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Do �â t¥m quay l  �iºm I =

(
−1

2
−
√
3, 1−

√
3

2

)
. Tø d¤ng ch½nh

tc cõa ma trªn trüc giao A suy ra gâc quay θ x¡c �ành bði cos θ =
1

2
hay θ = 60◦.

V½ dö 2.3.2.18. Cho ph²p �¯ng cü f trong E2 câ biºu thùc tåa �ë
�èi vîi möc ti¶u trüc chu©n l {

x′1 = −x1 − 2,
x′2 = x2 + 3.

H¢y x¡c �ành d¤ng ch½nh tc cõa f .

Gi£i. Ma trªn trüc giao A =

[
−1 0
0 1

]
câ |A| = −1 n¶n f l  ph²p

ph£n díi h¼nh, do �â f l  ph²p �èi xùng tr÷ñt vîi tröc �èi xùng
l  �÷íng th¯ng �i qua trung �iºm cõa mët c°p �iºm t÷ìng ùng,
câ ph÷ìng l  Inv(

−→
f ). Vectì b§t �ëng câ tåa �ë l  nghi»m cõa h»

ph÷ìng tr¼nh {
x1 = −x1,
x2 = x2.

Do �â Inv(
−→
f ) = {(0, a), a ∈ R}. X²t O′ = f(O) = (−2, 3). Tröc �èi

xùng l  �÷íng th¯ng �i qua trung �iºm I =
(
−1, 3

2

)
cõa OO′ v  câ

vectì ch¿ ph÷ìng u⃗ = (0, 1). X²t I ′ = f(I) =
(
−1, 9

2

)
. Vectì tành

ti¸n l  v⃗ =
−→
II ′ =

(
0, 7

2

)
.

f) Ph¥n lo¤i ¡nh x¤ �¯ng cü trong E3

Trong E3 ta �¢ bi¸t c¡c ph²p �¯ng cü sau:

1) Ph²p tành ti¸n;

2) Ph²p �èi xùng qua m°t ph¯ng;

3) Ph²p quay quanh mët tröc (quay quanh mët �÷íng th¯ng).

Tø t½nh ch§t cõa ph²p quay quanh mët (n− 2)−ph¯ng trong En

ta câ:

+ T½ch cõa hai ph²p �èi xùng qua hai m°t ph¯ng α v  β ct
nhau theo �÷íng th¯ng d l  ph²p quay quanh �÷íng th¯ng d.

123



+ X²t ph²p quay f quanh tröc d. N¸u gåi γ l  m°t ph¯ng vuæng
gâc vîi d t¤i I ∈ d th¼ f |γ l  mët ph²p �¯ng cü cõa γ câ �iºm b§t
�ëng duy nh§t I n¶n f |γ l  mët ph²p quay quanh �iºm I.

+ Ma trªn cõa ph²p quay quanh mët tröc câ d¤ng ch½nh tc l 

A =

 1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

 ,
trong �â 0 ≤ θ ≤ π l  gâc quay quanh �÷íng th¯ng.

�ành ngh¾a 2.3.2.19 (Ph²p �èi xùng tr÷ñt). Trong khæng gian
Euclid E3 cho ph²p �èi xùng g �èi vîi m°t ph¯ng α v  ph²p tành
ti¸n tv⃗ , trong �â v⃗ ∈ −→α . T½ch tv⃗ ◦g, �÷ñc gåi l  ph²p �èi xùng tr÷ñt
(H¼nh 2.3).

Nhªn x²t 2.3.2.20. i) tv⃗ ◦ g = g ◦ tv⃗.

ii) Khi v⃗ = 0⃗, ph²p �èi xùng tr÷ñt l  ph²p �èi xùng qua m°t
ph¯ng.

iii) Ph²p �èi xùng tr÷ñt l  mët ph²p ph£n díi h¼nh.

H¼nh 2.3
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�ành ngh¾a 2.3.2.21. [Ph²p �èi xùng quay] T½ch cõa ph²p �èi
xùng g qua m°t ph¯ng α v  mët ph²p quay q quanh �÷íng th¯ng d
vuæng gâc vîi α �÷ñc gåi l  ph²p �èi xùng quay (H¼nh 2.4 a).

Nhªn x²t 2.3.2.22. i) Ph²p �èi xùng quay l  ph²p ph£n díi h¼nh.

ii) Ta câ f = q ◦g = g ◦q v  trong tr÷íng hñp ph²p quay q quanh
�÷íng th¯ng d vîi gâc quay π th¼ f l  ph²p �èi xùng qua I (I l 
giao �iºm cõa α v  d). Khi �â f bi¸n �iºm M th nh �iºm M ′ sao
cho I l  trung �iºm cõa MM ′.

iii) Trong ph²p �èi xùng quay f ta câ: Inv(f) = {I} (I = α ∩
d), Inv(

−→
f ) = {⃗0}.

�ành ngh¾a 2.3.2.23. [Ph²p xon èc] T½ch cõa ph²p quay q quanh
�÷íng th¯ng d v  mët ph²p tành ti¸n tv⃗ vîi v⃗ ∈

−→
d �÷ñc gåi l  ph²p

xon èc (H¼nh 2.4 b).

Nhªn x²t 2.3.2.24. i) Ta câ f = q ◦ tv⃗ = tv⃗◦q.

ii) N¸u v⃗ = 0⃗ th¼ ph²p xon èc f trð th nh ph²p quay q.

iii) N¸u ph²p quay q vîi gâc quay 0 th¼ ph²p xon èc f l  ph²p
tành ti¸n.

iv) Ph²p xon èc l  ph²p díi h¼nh cõa E3.

Sü ph¥n lo¤i c¡c ph²p �¯ng cü trong E3 �÷ñc cho bði c¡c k¸t qu£
d÷îi �¥y.

(a) Ph²p �èi xùng quay (b) Ph²p xon èc

H¼nh 2.4
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�ành lþ 2.3.2.25. Méi ph²p díi h¼nh trong E3 l  mët ph²p xon èc,
�°c bi»t l  mët ph²p tành ti¸n ho°c l  mët ph²p quay quanh �÷íng
th¯ng.

Chùng minh. Gåi f : E3 → E3 l  mët ph²p díi. Khi �â Inv(
−→
f ) câ

chi·u b¬ng 3 ho°c 1. Ta câ f = tv⃗ ◦ g, trong �â g l  ph²p �¯ng cü câ
�iºm b§t �ëng v  v⃗ ∈ Inv(

−→
f ).

i) N¸u Inv(
−→
f ) câ chi·u b¬ng 3, tùc

−→
f l  ¡nh x¤ �çng nh§t. Khi

�â f l  ph²p tành ti¸n.

ii) N¸u Inv(
−→
f ) câ chi·u b¬ng 1 th¼ g l  ph²p díi h¼nh câ c¡c �iºm

b§t �ëng n¬m tr¶n mët �÷íng th¯ng d �i qua mët �iºm b§t �ëng I
câ ph÷ìng l  Inv(

−→
f ). Do �â g l  ph²p quay quanh �÷íng th¯ng d.

V¼ vªy f l  ph²p xon èc.

�ành lþ 2.3.2.26. Méi ph²p ph£n díi h¼nh trong E3 l  mët ph²p
�èi xùng tr÷ñt ho°c l  mët ph²p �èi xùng quay, �°c bi»t l  mët ph²p
�èi xùng qua m°t ph¯ng.

Chùng minh. N¸u f : E3 → E3 l  mët ph²p ph£n díi h¼nh th¼
Inv(

−→
f ) câ chi·u b¬ng 2 ho°c 0. Ta câ f = tv⃗ ◦ g, trong �â g l  ph²p

�¯ng cü câ �iºm b§t �ëng v  v⃗ ∈ Inv(
−→
f ).

i) N¸u Inv(
−→
f ) câ chi·u b¬ng 2 th¼ g l  ph²p ph£n díi h¼nh câ c¡c

�iºm b§t �ëng n¬m tr¶n m°t ph¯ng α �i qua mët �iºm b§t �ëng I
v  câ ph÷ìng l  Inv(

−→
f ). Vªy g l  ph²p �èi xùng qua m°t ph¯ng α.

V¼ vªy f l  ph²p �èi xùng tr÷ñt.

ii) N¸u Inv(
−→
f ) câ chi·u b¬ng 0 th¼ f câ �iºm b§t �ëng duy nh§t

I. Tø ma trªn d¤ng ch½nh tc cõa bi¸n �êi trüc giao
−→
f , suy ra

−→
f

câ gi¡ trà ri¶ng −1 bëi 1 ho°c 3. Gåi −→α l  khæng gian ri¶ng cõa
−→
f

t÷ìng ùng vîi gi¡ trà ri¶ng −1. Khi �â:

+ N¸u dim−→α = 1, gåi d l  �÷íng th¯ng qua �iºm b§t �ëng I câ
ph÷ìng l  −→α th¼ f |d l  ph²p �èi xùng qua I. Gåi β l  ph¯ng qua I
v  vuæng gâc vîi d th¼ f |β l  ph²p quay quanh I. Vªy f l  ph²p �èi
xùng quay.
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+ N¸u dim−→α = 3 th¼ hiºn nhi¶n f l  ph²p �èi xùng qua I, công
câ thº xem l  ph²p �èi xùng quay.

C¡c ph²p �¯ng cü thº hi»n ð �ành lþ 2.3.2.25 v  �ành lþ 2.3.2.26,
�â l  ph²p xon èc, ph²p �èi xùng tr÷ñt, ph²p �èi xùng quay, chóng
�÷ñc gåi l  c¡c �¯ng cü câ d¤ng ch½nh tc trong E3.

V½ dö 2.3.2.27. Cho ph²p �¯ng cü f trong E3 câ biºu thùc tåa �ë
trong möc ti¶u trüc chu©n l 

x′1 = −x2 − 1
x′2 = −x3 + 2
x′3 = x1 + 3

.

H¢y x¡c �ành d¤ng ch½nh tc cõa f .

Gi£i. Ma trªn cõa f l 

A =

 0 −1 0
0 0 −1
1 0 0

 .
V¼ ma trªn A câ |A| = 1 n¶n f l  ph²p díi h¼nh, do �â l  ph²p xon
èc. A kh¡c ma trªn �ìn và n¶n Inv(

−→
f ) câ chi·u l  1 v  l  ph÷ìng

cõa tröc quay. Tåa �ë �iºm b§t �ëng cõa f l  nghi»m cõa h» ph÷ìng
tr¼nh

x1 = −x2 − 1
x2 = −x3 + 2
x3 = x1 + 3

⇔


x1 + x2 = −1
x2 + x3 = 2
x1 − x3 = −3

⇔
{
x1 + x2 = −1
x2 + x3 = 2

.

�¥y l  ph÷ìng tr¼nh mët �÷íng th¯ng d trong khæng gian v  khi �â
f l  ph²p quay quanh d. Tø d¤ng ch½nh tc cõa ma trªn trüc giao
A suy ra gâc quay θ x¡c �ành bði

2 cos θ = Trace(A)− 1 = −1 tùc cos θ = −1

2
, do �â θ =

2π

3
.
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2.4 H¼nh håc Euclid v  H¼nh håc �çng
d¤ng

2.4.1 H¼nh håc Euclid, t÷ìng �÷ìng afin trong
khæng gian Euclid

a) H¼nh håc Euclid

Khæng gian Euclid En công l  mët khæng gian afin n¶n tr¶n nâ
câ c¡c ph²p bi¸n �êi afin. Tr¶n khæng gian Euclid En câ nhâm c¡c
ph²p bi¸n �êi afin v  nhâm c¡c ph²p bi¸n �êi �¯ng cü. Gåi Af (En)

l  nhâm c¡c ph²p bi¸n �êi afin (nhâm afin) cõa En, Isom (En) l 
nhâm c¡c ph²p bi¸n �êi �¯ng cü (nhâm �¯ng cü) cõa En, ta câ
Isom (En) ⊂ Af (En).

H¼nh håc cõa nhâm c¡c ph²p bi¸n �êi �¯ng cü cõa En �÷ñc gåi
l  h¼nh håc Euclid n chi·u.

Trong h¼nh håc Euclid hai h¼nh �÷ñc gåi l  t÷ìng �÷ìng n¸u câ
mët ph²p �¯ng cü bi¸n h¼nh n y th nh h¼nh kia. Hai h¼nh t÷ìng
�÷ìng cán �÷ñc gåi l  b¬ng nhau.

V½ dö. Hai �o¤n th¯ng b¬ng nhau; hai tam gi¡c b¬ng nhau.

Theo �ành ngh¾a tr¶n, h¼nh håc Euclid n chi·u nghi¶n cùu nhúng
b§t bi¸n qua c¡c ph²p �¯ng cü cõa En, tùc l  nhúng t½nh ch§t n¸u
câ trong mët h¼nh th¼ công câ trong måi h¼nh b¬ng nâ.

V½ dö 2.4.1.1. Trong h¼nh håc Euclid ta câ: �o¤n th¯ng vîi �ë d i
cho tr÷îc; tam gi¡c �·u vîi c¤nh cho tr÷îc; quan h» vuæng gâc cõa
c¡c ph¯ng; . . .

b) Mèi quan h» giúa h¼nh håc afin v  h¼nh håc Euclid trong
En

Trong khæng gian Euclid En câ nhâm afin Af(En), do �â ta công
câ h¼nh håc afin tr¶n En. V¼ Isom(En) l  nhâm con cõa nhâm Af(En)
n¶n h¼nh håc afin l  mët bë phªn cõa h¼nh håc Euclid. �i·u �â câ
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ngh¾a l  c¡c t½nh ch§t afin (nhúng t½nh ch§t khæng thay �êi qua c¡c
ph²p bi¸n �êi afin) công l  c¡c t½nh ch§t Euclid (nhúng t½nh ch§t
khæng thay �êi qua c¡c ph²p �¯ng cü) v  �÷ñc nghi¶n cùu trong h¼nh
håc Euclid, nh÷ng �i·u ng÷ñc l¤i khæng �óng, bði v¼ c¡c t½nh ch§t
b§t bi¸n �èi vîi nhâm �¯ng cü Isom(En) ch÷a h¯n l  c¡c t½nh ch§t
b§t bi¸n �èi vîi nhâm afin Af(En). V½ dö nh÷ t½nh vuæng gâc cõa
c¡c ph¯ng, sè �o kho£ng c¡ch, sè �o gâc . . . V¼ vªy h¼nh håc Euclid
tr¶n En phong phó hìn h¼nh håc afin tr¶n En. Khi nghi¶n cùu v·
h¼nh håc Euclid, vi»c ph¥n bi»t mët t½nh ch§t xem nâ l  t½nh ch§t
afin hay t½nh ch§t Euclid l  mët �i·u quan trång. Gi£ sû mët h¼nh
H n o �â cõa En câ t½nh ch§t T . N¸u l  t½nh ch§t afin th¼ nhúng
h¼nh t÷ìng �÷ìng afin vîi H công câ t½nh ch§t T . Cán n¸u l  t½nh
ch§t Euclid th¼ ch¿ câ nhúng h¼nh b¬ng h¼nh H mîi câ t½nh ch§t �â.
Ch¯ng h¤n t½nh ch§t �trong tam gi¡c �·u �÷íng cao l  �÷íng trung
tuy¸n� khæng thº ¡p döng cho måi tam gi¡c b§t k¼ v¼ qua mët ph²p
afin mët tam gi¡c �·u câ thº bi¸n th nh mët tam gi¡c câ h¼nh d¤ng
tòy þ. Ng÷ñc l¤i t½nh ch§t �ba �÷íng trung tuy¸n cõa mët tam gi¡c
�çng quy� câ thº ¡p döng cho måi tam gi¡c v¼ t½nh ch§t trung tuy¸n
cõa tam gi¡c, t½nh ch§t �çng quy cõa c¡c �÷íng th¯ng �·u l  nhúng
t½nh ch§t afin.

c) Ph÷ìng ph¡p dòng t÷ìng �÷ìng afin �º gi£i to¡n

H¼nh håc afin l  mët bë phªn cõa h¼nh håc Euclid n¶n khi nghi¶n
cùu h¼nh håc afin ta câ thº dòng c¡c ph÷ìng ti»n cõa h¼nh håc Euclid.
Ph÷ìng ph¡p n y câ thº tâm tt nh÷ sau:

Gi£ sû c¦n chùng minh mët h¼nh H n o �â câ t½nh ch§t α m  α
l  mët t½nh ch§t afin. Khi �â ta câ thº chùng minh t½nh ch§t α �â
�èi vîi mët h¼nh H′ n o �â t÷ìng �÷ìng afin vîi H. Bði vªy ta câ
thº chån trong lîp t÷ìng �÷ìng afin vîi H mët h¼nh H′ �°c bi»t m 
t½nh ch§t α d¹ chùng minh hìn.

Ta l§y mët v i v½ dö �º l m s¡ng tä v§n �· n y.

B i to¡n 1: Chùng minh r¬ng 3 �÷íng trung tuy¸n trong mët tam
gi¡c �çng qui.
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Gi£i. V¼ t½nh ch§t �çng qui cõa c¡c �÷íng th¯ng l  mët t½nh ch§t
afin. Do �â ta ch¿ c¦n chùng minh t½nh ch§t n y tr¶n mët h¼nh b§t
ký t÷ìng �÷ìng afin vîi tam gi¡c �¢ cho. Ta x²t tr¶n tam gi¡c �·u.
Qua sü t÷ìng �÷ìng tr¶n, 3 �÷íng trung tuy¸n cõa tam gi¡c ban
�¦u t÷ìng ùng vîi 3 �÷íng trung tuy¸n cõa tam gi¡c �·u. Chóng ta
chùng minh t½nh ch§t �çng qui cõa 3 �÷íng trung tuy¸n trong tam
giac �·u. Trong tam gi¡c �·u, 3 �÷íng trung tuy¸n �çng thíi l  3
�÷íng trung trüc, v¼ vªy chóng �çng qui (chùng minh d¹ d ng). Tø
k¸t qu£ �óng trong tam gi¡c �·u suy ra k¸t qu£ công �óng cho tam
gi¡c b§t ký ban �¦u.

B i to¡n 2. Cho h¼nh b¼nh h nh ABCD. M l  �iºm thuëc �o¤n
AB, N l  �iºm thuëc �o¤n AD sao cho AM/AB = AN/AD. �÷íng
th¯ng qua M song song vîi AD ct �÷íng th¯ng qua N song song
vîi AB t¤i I. Chùng minh r¬ng A, I, C th¯ng h ng.

Gi£i. T½nh th¯ng h ng cõa mët h» �iºm l  b§t bi¸n afin, do �â �º
gi£i b i to¡n, ta ch¿ c¦n chùng minh k¸t luªn �óng tr¶n mët h¼nh
b§t ký t÷ìng �÷ìng afin vîi h¼nh b¼nh h nh ban �¦u. V¼ vªy, ta gi£i
b i to¡n trong tr÷íng hñp h¼nh b¼nh h nh ABCD l  h¼nh vuæng. V¼
t¿ sè �ìn cõa 3 �iºm l  b§t bi¸n afin, n¶n tr¶n h¼nh vuæng ta công
câ AM/AB = AN/AD. V¼ AB = AD n¶n AM = AN , do �â h¼nh
b¼nh h nh AMIN l  h¼nh vuæng. Do ÂIB = 450 n¶n I thuëc AC
hay A, I, C th¯ng h ng.

B i to¡n 3: Cho tam gi¡c ABC. Tr¶n c¡c c¤nh BC,CA,AB l¦n
l÷ñt l§y c¡c �iºm A′, B′, C ′ sao cho:

(BCA′) = (CAB′) = (ABC ′) = k, k ̸= 0, 1.

Chùng minh r¬ng hai tam gi¡c ABC v  A′B′C ′ câ còng trång
t¥m.

Gi£i. Ta nhªn th§y t¿ sè �ìn cõa h» ba �iºm, trång t¥m cõa tam
gi¡c l  c¡c kh¡i ni»m afin, quan h» tròng nhau cõa c¡c �iºm l  b§t
bi¸n afin. V¼ vªy ta ch¿ c¦n gi£i b i to¡n trong tr÷íng hñp tam gi¡c
�¢ cho l  tam gi¡c �·u (t÷ìng �÷ìng afin vîi tam gi¡c b§t ký). X²t
tam gi¡c �·u ABC vîi c¡c �iºm A′, B′, C ′ tr¶n ba c¤nh, tho£ m¢n
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(BCA′) = (CAB′) = (ABC ′) = k. Ta chùng minh trång t¥m cõa
c¡c tam gi¡c ABC v  A′B′C ′ tròng nhau.

Tø gi£ thi¸t suy ra tam gi¡c A′B′C ′ công l  tam gi¡c �·u. Gåi
G l  trång t¥m cõa tam gi¡c �·u ABC. X²t ph²p quay t¥m G gâc
quay 1200. Khi �â A,B,C t÷ìng ùng bi¸n th nh B,C,A v  C ′, A′, B′

t÷ìng ùng bi¸n th nh A′, B′, C ′ (sû döng c¡c tam gi¡c b¬ng nhau).
Do �â G l  t¥m cõa �÷íng trán ngo¤i ti¸p tam gi¡c �·u A′B′C ′, n¶n
G công l  trång t¥m cõa tam gi¡c A′B′C ′. Vªy hai tam gi¡c ABC
v  A′B′C ′ câ còng trång t¥m.

2.4.2 Nhâm c¡c ph²p bi¸n �êi �çng d¤ng, H¼nh
håc �çng d¤ng

a) �nh x¤ tuy¸n t½nh �çng d¤ng

�ành ngh¾a 2.4.2.1. �nh x¤ tuy¸n t½nh φ :
−→
E →

−→
E′ giúa c¡c khæng

gian vectì Euclid
−→
E v 

−→
E′ �÷ñc gåi l  mët ¡nh x¤ tuy¸n t½nh �çng

d¤ng n¸u câ mët h¬ng sè thüc k ̸= 0 �º

φ(x⃗) · φ(y⃗) = kx⃗ · y⃗, ∀x⃗, y⃗ ∈
−→
E .

Nhªn x²t 2.4.2.2. i) Trong �ành ngh¾a tr¶n, sè thüc k > 0 khi
dim(

−→
E ) > 0. Thªt vªy, v¼ dim(

−→
E ) > 0 n¶n tçn t¤i x⃗ ̸= 0⃗, tùc

x⃗2 > 0. M°t kh¡c, tø �ành ngh¾a ta câ 0 ≤ (φ(x⃗))2 = k(x⃗)2, do �â k
ph£i l  mët sè d÷ìng.

ii) �nh x¤ tuy¸n t½nh trüc giao l  ¡nh x¤ tuy¸n t½nh �çng d¤ng
(vîi k = 1).

T½nh ch§t 2.4.2.3. i) T½ch c¡c ¡nh x¤ tuy¸n t½nh �çng d¤ng l  mët
¡nh x¤ tuy¸n t½nh �çng d¤ng.

ii) �nh x¤ tuy¸n t½nh �çng d¤ng b£o to n quan h» trüc giao cõa
c¡c khæng gian con.

iii) Mët ¡nh x¤ φ :
−→
E →

−→
E′ giúa c¡c khæng gian vectì Euclid câ

t½nh ch§t φ(x⃗).φ(y⃗) = kx⃗y⃗, ∀x⃗, y⃗ ∈
−→
E vîi k l  mët h¬ng sè kh¡c 0,

l  mët ¡nh x¤ tuy¸n t½nh �çng d¤ng.
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Chùng minh. D¹ d ng kiºm tra trüc ti¸p i), ii).

Chùng minh iii) t÷ìng tü nh÷ tr÷íng hñp ¡nh x¤ trüc giao.

b) Ph²p �çng d¤ng

�ành ngh¾a 2.4.2.4. Ph²p bi¸n �êi f : En → En �÷ñc gåi l  ph²p
�çng d¤ng n¸u vîi hai �iºm b§t k¼ M,N ∈ En v  £nh cõa chóng l 
M ′ = f(M), N ′ = f(N), ta luæn câ d(M ′, N ′) = k · d(M,N), trong
�â k l  mët sè thüc d÷ìng cè �ành. Sè k �÷ñc gåi l  t¿ sè �çng d¤ng
cõa ph²p �çng d¤ng f .

Nhªn x²t 2.4.2.5. + Ph²p �çng d¤ng vîi t� sè k = 1 l  ph²p �¯ng
cü.

+ Ph²p và tü t¿ sè k l  ph²p �çng d¤ng t¿ sè |k|.

�ành lþ 2.4.2.6. Ph²p bi¸n �êi f : En → En l  ph²p �çng d¤ng
khi v  ch¿ khi f l  ph²p afin câ ¡nh x¤ li¶n k¸t l  ¡nh x¤ tuy¸n t½nh
�çng d¤ng.

Chùng minh. + Gi£ sû f : En → En l  ph²p �çng d¤ng t¿ sè k. L§y
�iºm O ∈ En, gåi O′ = f(O). Ta �ành ngh¾a ¡nh x¤ φ :

−→
En →

−→
En

nh÷ sau: Vîi x⃗ ∈
−→
En, gåiM l  �iºm sao cho

−−→
OM = x⃗ v M ′ = f(M),

�°t φ(x⃗) =
−−−→
O′M ′. Ta câ φ l  ¡nh x¤ tuy¸n t½nh �çng d¤ng. Thªt

vªy, vîi måi M,N ∈ En, ta câ:

d2(M,N) =
−−→
MN2 = (

−−→
ON −

−−→
OM)2 =

−−→
ON2 +

−−→
OM2 − 2

−−→
ON ·

−−→
OM

= d2(O,N) + d2(O,M)− 2
−−→
ON ·

−−→
OM

Vîi M ′ = f(M), N ′ = f(N), ta câ:

d2 (M ′, N ′) =
−−→
MN2 =

(−−−→
O′N ′ −

−−−→
O′M ′

)2
=

−−−→
O′N ′2 +

−−−→
O′M ′2 − 2

−−−→
O′N ′ ·

−−−→
O′M ′

= d2 (O′, N ′) + d2 (O′,M ′)− 2
−−−→
O′N ′ ·

−−−→
O′M ′.
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M°t kh¡c, f l  ph²p �çng d¤ng n¶n ta câ:

d2 (M ′, N ′) = k2d2(M,N);

d2 (O′, N ′) = k2d2(O,N);

d2 (O′,M ′) = k2d2(O,M).

Tø tr¶n suy ra
−−−→
O′N ′ ·

−−−→
O′M ′ = k2

−−→
ON ·

−−→
OM . Tø �â φ(x⃗)·φ(y⃗) = k2x⃗·y⃗,

∀x⃗, y⃗ ∈
−→
En. Tø �â, theo T½nh ch§t 2.4.2.3, φ l  ¡nh x¤ tuy¸n t½nh

�çng d¤ng. D¹ th§y φ l  ¡nh x¤ tuy¸n t½nh li¶n k¸t cõa f n¶n f l 
ph²p afin.

+ Gi£ sû ph²p bi¸n �êi f : En → En l  ph²p afin li¶n k¸t
vîi ¡nh x¤ tuy¸n t½nh �çng d¤ng

−→
f . Khi �â vîi måi M,N ∈ En,

M ′ = f(M), N ′ = f(N) ta câ
−→
f (

−−→
MN) ·

−→
f (

−−→
MN) = k

−−→
MN ·

−−→
MN, k >

0 ⇒
√
k∥

−−→
MN∥ ⇒ ∥

−−−→
M ′N ′∥ =

√
k ⇒ d(M ′, N ′) =

√
kd(M,N).

Do �â f l  ph²p �çng d¤ng t� sè
√
k.

Tø �ành lþ tr¶n d¹ d ng chùng minh �÷ñc k¸t qu£ sau

H» qu£ 2.4.2.7. Ph²p bi¸n �êi afin f : En → En l  mët ph²p �çng
d¤ng t¿ sè k khi v  ch¿ khi ph²p bi¸n �êi tuy¸n t½nh φ li¶n k¸t vîi f
câ t½nh ch§t:

∥φ(x⃗)∥ = k∥x⃗∥ vîi måi x⃗ ∈
−→
En.

Ta câ k¸t qu£ sau �¥y (vi»c chùng minh xem nh÷ b i tªp).

�ành lþ 2.4.2.8. Tªp hñp c¡c ph²p bi¸n �êi �çng d¤ng cõa khæng
gian Euclid En lªp th nh mët nhâm, �÷ñc gåi l  nhâm �çng d¤ng.
Nâ l  nhâm con cõa nhâm afin v  chùa nhâm �¯ng cü.

�ành ngh¾a 2.4.2.9. Hai h¼nh t÷ìng ùng vîi nhau qua mët ph²p
�çng d¤ng �÷ñc gåi l  hai h¼nh �çng d¤ng. H¼nh håc cõa nhâm �çng
d¤ng �÷ñc gåi l  h¼nh håc �çng d¤ng.

H¼nh håc �çng d¤ng nghi¶n cùu nhúng b§t bi¸n cõa nhâm �çng
d¤ng, tùc l  nhúng t½nh ch§t khæng thay �êi qua ph²p �çng d¤ng.
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Tr¶n khæng gian Euclid En v¼ nhâm �¯ng cü l  nhâm con cõa
nhâm �çng d¤ng, nhâm �çng d¤ng l  nhâm con cõa nhâm afin n¶n
h¼nh håc afin l  mët bë phªn cõa h¼nh håc �çng d¤ng v  h¼nh håc
�çng d¤ng l  mët bë phªn cõa h¼nh håc Euclid. Nh÷ vªy trong h¼nh
håc �çng d¤ng câ måi kh¡i ni»m v  t½nh ch§t afin. Tuy nhi¶n, câ
nhúng kh¡i ni»m, t½nh ch§t cõa h¼nh håc Euclid khæng ph£i l  kh¡i
ni»m, t½nh ch§t cõa h¼nh håc �çng d¤ng nh÷ �ë d i �o¤n th¯ng,
kho£ng c¡ch tø mët �iºm �¸n mët m−ph¯ng, di»n t½ch c¡c h¼nh
ph¯ng, thº t½ch c¡c h¼nh khæng gian, . . .

Chó þ. �ë d i �o¤n th¯ng khæng ph£i l  mët b§t bi¸n �çng d¤ng,
nh÷ng t¿ sè �ë d i cõa hai �o¤n th¯ng l  mët b§t bi¸n �çng d¤ng.
Ngo i ra ta cán câ sè �o gâc cõa hai �÷íng th¯ng công l  mët b§t
bi¸n �çng d¤ng. Tø �â suy ra �ành l½ Pitago l  mët �ành l½ cõa h¼nh
håc �çng d¤ng v  r§t nhi·u nhúng kh¡i ni»m nh÷ h¼nh vuæng, h¼nh
tam gi¡c �·u, �·u l  nhúng kh¡i ni»m cõa h¼nh håc �çng d¤ng.

2.5 Si¶u m°t bªc hai trong khæng gian
Euclid

2.5.1 D¤ng ch½nh tc cõa si¶u m°t bªc hai

Khæng gian Euclid l  khæng gian afin, v¼ vªy trong nâ câ c¡c si¶u
m°t bªc hai, gçm c¡c �iºm câ tåa �ë �èi vîi mët möc ti¶u afin thäa
m¢n mët ph÷ìng tr¼nh bªc hai. �èi vîi möc ti¶u afin th½ch hñp,
ph÷ìng tr¼nh cõa si¶u m°t bªc hai câ d¤ng �ìn gi£n nh§t, �÷ñc gåi
l  ph÷ìng tr¼nh chu©n tc. Sau �¥y ta x²t ph÷ìng tr¼nh si¶u m°t bªc
hai �èi vîi c¡c möc ti¶u trüc chu©n cõa khæng gian Euclid. Trong
khæng gian Euclid En vîi möc ti¶u trüc chu©n {O; e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n} cho
si¶u m°t bªc hai (S) câ ph÷ìng tr¼nh:

[x]TA[x] + 2[a]T [x] + a0 = 0. (2.8)
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V¼ A l  mët ma trªn vuæng �èi xùng n¶n tø k¸t qu£ ð Möc 2.1.5 câ
thº t¼m �÷ñc mët ma trªn trüc giao B sao cho BTAB câ d¤ng ch²o.
Khi bi¸n �êi tåa �ë [x] = B[x′] ph÷ìng tr¼nh cõa (S) �èi vîi möc
ti¶u mîi câ d¤ng:

[x′]TBTAB[x′] + 2[a]TB[x′] + a0 = 0. (2.9)

V¼ BTAB câ d¤ng ch²o n¶n ph÷ìng tr¼nh (2.9) câ d¤ng:

r∑
i=1

bix
′2
i + 2

n∑
i=1

cix
′
i + d = 0, (2.10)

trong �â 1 ≤ r ≤ n, c¡c bi ̸= 0 vîi i = 1, 2, . . . , r.

Chó þ r¬ng v¼ B l  ma trªn trüc giao n¶n möc ti¶u mîi công trüc
chu©n. Nh÷ vªy b÷îc thù nh§t ta �¢ chùng minh �÷ñc r¬ng luæn câ
thº t¼m �÷ñc mët möc ti¶u trüc chu©n sao cho ph÷ìng tr¼nh cõa (S)
�èi vîi möc ti¶u �â câ d¤ng (2.10) tùc l  vng m°t c¡c sè h¤ng chú
nhªt xixj vîi i ̸= j.

Dòng ph²p �êi möc ti¶u trüc chu©n:x′′i = x′i +
ci
bi

vîi i = 1, 2, . . . , r

x′′j = x′j vîi j = r + 1, . . . , n
(2.11)

th¼ ph÷ìng tr¼nh (2.10) trð th nh:

r∑
i=1

bix
′′2
i + 2

n∑
j=r+1

cjx
′′
j + d′ = 0. (2.12)

Chó þ r¬ng vi»c chuyºn möc ti¶u theo cæng thùc (2.11) l  mët ph²p
tành ti¸n möc ti¶u n¶n k¸t qu£ ta v¨n �÷ñc mët möc ti¶u trüc chu©n.

+ N¸u cj = 0 vîi j = r + 1, . . . , n v  d′ ̸= 0 th¼ ph÷ìng tr¼nh (2.12)
cõa (S) s³ câ d¤ng:

r∑
i=1

λix
′′2
i = 1, 1 ≤ r ≤ n. (I)
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+ N¸u cj = 0 vîi j = r+1, . . . , n v  d′ = 0 th¼ ph÷ìng tr¼nh cõa (S)
câ d¤ng:

r∑
i=1

λix
′′2
i = 0, 1 ≤ r ≤ n. (II)

+ N¸u r < n v  câ ½t nh§t mët sè cj ̸= 0, gi£ sû cr+1 ̸= 0. Trong
tr÷íng hñp n y ð ph÷ìng tr¼nh (2.12) cõa (S) ta luæn luæn câ thº
gi£ thi¸t d′ = 0, bði v¼ n¸u d′ ̸= 0 th¼ dòng ph²p tành ti¸n möc ti¶u: x′′′r+1 = x′′r+1 +

d′

cr+1

x′′′i = x′′i vîi i ̸= r + 1
(2.13)

ta s³ �÷ñc ph÷ìng tr¼nh khæng cán h» sè tü do �¢ �÷ñc x²t ð d¤ng
(II). Bði vªy ta x²t ph÷ìng tr¼nh (2.12) trong �â d′ = 0.

�°t m =
√∑n

j=r+1 c
2
j v  c′j =

cj
m

vîi j = r + 1, r + 2, . . . , n th¼

ph÷ìng tr¼nh (2.12) câ d¤ng:

r∑
i=1

bix
′′2
i + 2m

n∑
j=r+1

c′jx
′′
j = 0, (2.14)

trong �â c¡c c′j thäa m¢n �i·u ki»n
∑r

i=1 c
′2
j = 1. B¥y gií dòng ph²p

�êi möc ti¶u sau �¥y:
Xi = x′′i i = 1, 2, . . . , r,
Xr+1 =

∑n
j=r+1 c

′
jx

′′
j ,

Xk =
∑n

j=r+1 γkjx
′′
j , k = r + 2, . . . , n.

(2.15)

Ta câ thº chån c¡c sè γkj sao cho ma trªn cõa ph²p bi¸n �êi (2.15)
l  ma trªn trüc giao. Khi �â möc ti¶u mîi l  möc ti¶u trüc chu©n.
�èi vîi möc ti¶u n y ph÷ìng tr¼nh (2.14) cõa (S) câ d¤ng:

r∑
i=1

biX
2
i + 2mXr+1 = 0, 1 ≤ r < n. (III)

Ba d¤ng (I), (II), (III) t¼m �÷ñc ð tr¶n �÷ñc gåi l  c¡c d¤ng ch½nh
tc cõa si¶u m°t bªc hai (S). Sü ph¥n t½ch tr¶n cho k¸t qu£ sau.
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�ành lþ 2.5.1.1. �èi vîi måi si¶u m°t bªc hai (S) trong khæng gian
Euclid En ta luæn t¼m �÷ñc möc ti¶u trüc chu©n sao cho ph÷ìng tr¼nh
cõa (S) �èi vîi möc ti¶u �â câ mët trong ba d¤ng ch½nh tc (I), (II),
(III) ð tr¶n.

H» qu£ 2.5.1.2. Hai si¶u m°t bªc hai l  b¬ng nhau n¸u chóng câ
ph÷ìng tr¼nh ch½nh tc gièng nhau.

V½ dö 2.5.1.3. Trong m°t ph¯ng Euclid vîi h» tåa �ë trüc chu©n
ta câ

+
x21
a2

+
x22
b2

= 1 l  ph÷ìng tr¼nh ch½nh tc cõa elip.

+
x21
a2

− x22
b2

= 1 l  ph÷ìng tr¼nh ch½nh tc cõa hypebol.

+ x21 = 2px2 l  ph÷ìng tr¼nh ch½nh tc cõa parabol.

V½ dö 2.5.1.4. Trong E3 vîi möc ti¶u trüc chu©n {O; e⃗1, e⃗2, e⃗3} cho
si¶u m°t bªc hai (S) câ ph÷ìng tr¼nh

x21 + x22 + 4x23 + 2x1x2 + 4x1x3 + 4x2x3 − 6x3 + 1 = 0.

H¢y t¼m möc ti¶u trüc chu©n sao cho (S) câ d¤ng ch½nh tc v  vi¸t
ph÷ìng tr¼nh ch½nh tc �â.

Gi£i.Ma trªn A cõa si¶u m°t bªc hai (S) �èi vîi möc ti¶u cho tr÷îc
l 

A =

 1 1 2
1 1 2
2 2 4

 .
Ta ch²o hâa A b¬ng bi¸n �êi tåa �ë trüc chu©n. �a thùc �°c tr÷ng
cõa A l :  1− λ 1 2

1 1− λ 2
2 2 4− λ

 = −λ2(λ− 6).

Vªy A câ hai gi¡ trà ri¶ng l  λ1,2 = 0, λ3 = 6.

Ùng vîi gi¡ trà ri¶ng λ1 = 0, c¡c vectì ri¶ng câ tåa �ë thäa m¢n
ph÷ìng tr¼nh x1 + x2 + 2x3 = 0, câ d¤ng: a⃗ =

(
α, β,−α+β

2

)
. Ta l§y
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mët trong c¡c vectì �â: a⃗1 = (1,−1, 0). Vectì thù hai l  a⃗2 ta chån
vuæng gâc vîi a⃗1 v  công ùng vîi gi¡ trà ri¶ng λ2 = 0.

Tåa �ë cõa vectì a⃗2 tho£ m¢n h» ph÷ìng tr¼nh:{
x1 − x2 = 0

(
�º a⃗2 ⊥ a⃗1

)
,

x2 + x2 + 2x3 = 0 (ùng vîi gi¡ trà ri¶ng λ2 = 0
)
.

Ta câ thº chån a⃗2 = (1, 1,−1) thäa m¢n �i·u ki»n tr¶n.

Vectì a⃗3 ùng vîi gi¡ trà ri¶ng λ3 = 6 trüc giao vîi a⃗1, a⃗2 (Theo
Bê �· 2.1.5.4), câ tåa �ë thäa m¢n h» ph÷ìng tr¼nh

−5x1 + x2 + 2x3 = 0
x1 − 5x2 + 2x3 = 0
2x1 + 2x2 − 2x3 = 0

⇔
{
x1 + x2 = 0
x1 + x2 − x3 = 0

.

Ta câ thº chån a⃗3 = (1, 1, 2) thäa m¢n �i·u ki»n tr¶n. H» vectì
a⃗1, a⃗2, a⃗3 vuæng gâc vîi nhau tøng �æi mët. �°t

u⃗1 =
a⃗1
|⃗a1|

=

(
1√
2
,
1√
2
, 0

)
u⃗2 =

a⃗2
|⃗a2|

=

(
1√
3
,
1√
3
,− 1√

3

)
u⃗3 =

a⃗3
|⃗a3|

=

(
1√
6
,
1

6
,− 2√

6

)
ta câ cì sð trüc chu©n {u⃗1, u⃗2, u⃗3}. X²t ph²p bi¸n �êi tåa �ë trüc
chu©n [x] = B [x′], trong �â

B =


1√
2

1√
3

1√
6

− 1√
2

1√
3

1√
6

0 − 1√
3

2√
6

 .
Qua ph²p bi¸n �êi [x] = B [x′] ma trªn A cõa (S) trð n¶n ma trªn
BTAB câ d¤ng ch²o nh÷ sau:

1√
2

− 1√
2

0
1√
3

1√
3

− 1√
3

1√
6

1√
6

2√
6

·
 1 1 2

1 1 2
2 2 4

·


1√
2

1√
3

1√
6

− 1√
2

1√
3

1√
6

0 − 1√
3

2√
6

 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 6

 .
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�èi vîi möc ti¶u mîi ùng vîi cì sð trüc chu©n {u⃗1, u⃗2, u⃗3}, ph÷ìng
tr¼nh cõa (S) l :

6x′23 +
6x′2√

3
− 12x′3

6
+ 1 = 0.

Dòng ph²p biºn �êi möc ti¶u trüc chu©n:
X1 = x′1
X2 = x′2
X3 = x′3 − 1√

6

.

th¼ trong möc ti¶u trüc chu©n mîi n y (S) câ ph÷ìng tr¼nh:

6X2
3 +

6X2√
3

= 0,

hay √
3X2

3 +X2 = 0.

�¥y l  m°t trö parabolic.

2.5.2 Ph÷ìng ch½nh cõa si¶u m°t bªc hai trong khæng
gian Euclid

�ành ngh¾a 2.5.2.1. Trong khæng gian Euclid En vîi möc ti¶u trüc
chu©n cho tr÷îc, cho si¶u m°t bªc hai S câ ph÷ìng tr¼nh:

[x]TA[x] + 2[a]T [x] + a0 = 0. (2.16)

vectì c⃗ = (c1, c2, . . . , cn) ̸= 0⃗ �÷ñc gåi l  ph÷ìng ch½nh cõa (S) n¸u
A[c] = λ[c] tùc l 

∑n
j=1 ajicj = λci vîi i = 1, 2, . . . , n. Nâi c¡ch kh¡c,

c⃗ l  ph÷ìng ch½nh cõa (S) n¸u c⃗ l  vectì ri¶ng cõa ma trªn A.

T½nh ch§t 2.5.2.2. i) Ph÷ìng ch½nh khæng ph£i l  ph÷ìng ti»m cªn
khi v  ch¿ khi gi¡ trà ri¶ng t÷ìng ùng λ ̸= 0.

ii) Si¶u ph¯ng k½nh li¶n hñp vîi ph÷ìng ch½nh c⃗ �÷ñc gåi l  si¶u
ph¯ng k½nh ch½nh, câ ph÷ìng vuæng gâc vîi c⃗. Tø �â ph²p �èi xùng
qua si¶u ph¯ng k½nh ch½nh cõa S bi¸n S th nh ch½nh nâ.
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Chùng minh. i) Thªt vªy, c⃗ l  ph÷ìng ch½nh cõa si¶u m°t bªc hai S
khi v  ch¿ khi A[c] = λ[c]. Tø �â ta suy ra [c]TA[c] = λ[c]T [c].

Do c⃗ ̸= 0⃗ n¶n [c]T [c] ̸= 0. Vªy [c]TA[c] = 0 ⇔ λ = 0.

ii) Thªt vªy, n¸u c⃗ khæng ph£i l  ph÷ìng ti»m cªn cõa (S), ngh¾a
l  [c]TA[c] ̸= 0, th¼ si¶u ph¯ng k½nh li¶n hñp vîi ph÷ìng c⃗ câ ph÷ìng
tr¼nh

[x]TA[c] + [a]T [c] = 0.

V¼ c⃗ l  ph÷ìng ch½nh n¶n A[c] = λ[c]. Ph÷ìng tr¼nh si¶u ph¯ng k½nh
trð th nh

λ[c]TA[x] + [c]T [a] = 0.

Do �â c⃗ l  vectì ph¡p tuy¸n cõa si¶u ph¯ng k½nh câ ph÷ìng tr¼nh
tr¶n.

�ành lþ 2.5.2.3. Trong En vîi möc ti¶u trüc chu©n {O; e⃗1, e⃗2, ...,
e⃗n}, n¸u si¶u m°t ph¯ng bªc hai S câ ph÷ìng tr¼nh:

n∑
i=1

bix
2
i + 2

n∑
i=1

aixi + a0 = 0

th¼ c¡c vectì e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n �·u l  c¡c ph÷ìng ch½nh cõa (S). �°c bi»t,
n¸u ph÷ìng tr¼nh cõa (S) câ d¤ng ch½nh tc th¼ c¡c vectì e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n
�·u l  c¡c ph÷ìng ch½nh.

Chùng minh. Theo gi£ thi¸t, ma trªn A cõa (S) l 

A =


b1 0 . . . 0
0 b2 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . bn


n¶n c¡c vectì e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n l  c¡c vectì ri¶ng ùng vîi c¡c gi¡ trà ri¶ng
b1, b2, . . . , bn.

V½ dö 2.5.2.4. Cho elip câ ph÷ìng tr¼nh
x2

a2
+
y2

b2
= 1 trong h» tåa

�ë trüc chu©n, khi �â ph÷ìng cõa c¡c tröc tåa �ë l  ph÷ìng ch½nh
v  hai �÷íng k½nh ch½nh l  hai tröc cõa elip.
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2.5.3 Si¶u c¦u trong khæng gian Euclid

a) Si¶u c¦u thüc

�ành ngh¾a 2.5.3.1. Trong En cho mët �iºm I cè �ành, tªp hñp t§t
c£ nhúng �iºm M thuëc En sao cho d(I,M) = r vîi sè thüc r > 0

cho tr÷îc �÷ñc gåi l  si¶u c¦u thüc (hay si¶u c¦u) t¥m I b¡n k½nh r.

Kþ hi»u S(I, r) = {M ∈ En | d(I,M) = r}. Si¶u c¦u trong E2

cán �÷ñc gåi l  �÷íng trán, si¶u c¦u trong E3 cán �÷ñc gåi l  m°t
c¦u. B¥y gií ta x²t ph÷ìng tr¼nh cõa si¶u c¦u trong mët möc ti¶u
trüc chu©n. Gi£ sû �èi vîi möc ti¶u trüc chu©n, �iºm I câ tåa �ë
l  (a1, a2, . . . , an) v  gåi tåa �ë cõa mët �iºm M l  (x1, x2, . . . , xn).
Khi �â �i·u ki»n c¦n v  �õ �º �iºm M n¬m tr¶n si¶u c¦u t¥m I b¡n
k½nh r l  √√√√ n∑

i=1

(xi − ai)
2 = r ⇔

n∑
i=1

(xi − ai)
2 = r2.

Ph÷ìng tr¼nh si¶u c¦u S(I, r) cán câ thº vi¸t d÷îi d¤ng:

n∑
i=1

x2i − 2
n∑

i=1

aixi +
n∑

i=1

a2i − r2 = 0. (2.17)

Vªy mët si¶u c¦u thüc S(I, r) l  mët si¶u m°t bªc hai. �êi tåa �ë
(afin)

Xi =
xi − ai
r

, i = 1, . . . , n,

ph÷ìng tr¼nh cõa si¶u c¦u trong h» tåa �ë (X1, . . . , Xn) câ d¤ng

X2
1 +X2

2 + . . .+X2
n = 1.

Tø �â, si¶u c¦u thuëc lo¤i si¶u m°t elipxoit. �°c bi»t, �÷íng trán
trong m°t ph¯ng thuëc lo¤i elip, m°t c¦u trong khæng gian 3 chi·u
thuëc lo¤i m°t elipxoit.
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�ành ngh¾a 2.5.3.2. Cho si¶u c¦u thüc S(I, r) trong khæng gian
Euclid En. Mi·n trong cõa si¶u c¦u thüc S(I, r) l  tªp hñp c¡c �iºm
T thuëc En m  d(I, T ) < r. Mi·n ngo i cõa si¶u c¦u thüc S(I, r) l 
tªp hñp c¡c �iºm N thuëc En m  d(I,N) > r.

T½nh ch§t 2.5.3.3. i) Mi·n trong cõa si¶u c¦u thüc S(I, r) l  tªp
lçi.

ii) �o¤n th¯ng nèi mët �iºm thuëc mi·n trong vîi mët �iºm thuëc
mi·n ngo i ct si¶u c¦u thüc S(I, r) t¤i mët �iºm.

Chùng minh. i) Thªt vªy, vîi P,Q l  hai �iºm thuëc mi·n trong cõa
si¶u c¦u thüc S(I, r),M l  mët �iºm b§t k¼ thuëc �o¤n th¯ng PQ
(H¼nh 2.5a). Ta câ

−−→
IM = t

−→
IP + (1− t)

−→
IQ, 0 ≤ t ≤ 1.

Do �â
−−→
IM2 = t2

−→
IP 2 + (1− t)2

−→
IQ2 + 2t(1− t)

−→
IP

−→
IQ

≤ t2r2 + (1− t)2r2 + 2t(1− t)r · r = r2.

H¼nh 2.5

Vªy M l  mët �iºm thuëc mi·n trong.

ii) Thªt vªy, �º þ r¬ng mët �iºmM thuëc �÷íng th¯ng PQ khi v 
ch¿ khi vîi �iºm I b§t ký tçn t¤i t ∈ R sao cho

−−→
IM = t

−→
IP+(1−t)

−→
IQ.
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Ngo i ra, M thuëc �o¤n th¯ng PQ khi v  ch¿ khi t ∈ [0, 1]. Gi£ sû
P l  mët �iºm thuëc mi·n trong cõa si¶u c¦u thüc S(I, r), Q l  mët
�iºm thuëc mi·n ngo i cõa si¶u c¦u thüc S(I, r) (H¼nh 2.5b). X²t
h m sè

f(t) = (t
−→
IP + (1− t)

−→
IQ)2, t ∈ R

= t2
−→
IP 2 + (1− t)2

−→
IQ2 + 2t(1− t)

−→
IP ·

−→
IQ.

Ta câ f(0) =
−→
IQ2 > r2, f(1) =

−→
IP 2 < r2. Vªy câ t ∈ (0, 1) �º

f(t) = (t
−→
IP+ (1 − t)

−→
IQ)2 = r2. Tùc câ M thuëc �o¤n th¯ng PQ

sao cho
−−→
IM2 = r2 ⇔ ∥

−−→
IM∥ = r. �i·u n y câ ngh¾a l  �o¤n th¯ng

PQ ct si¶u c¦u t¤i mët �iºm M .

b) Si¶u c¦u têng qu¡t

�ành ngh¾a 2.5.3.4. Trong khæng gian Euclid En mët si¶u m°t bªc
hai S �÷ñc gåi l  si¶u c¦u têng qu¡t n¸u �èi vîi mët möc ti¶u trüc
chu©n ph÷ìng tr¼nh cõa nâ câ d¤ng:

n∑
i=1

x2i + 2
n∑

i=1

aixi + a0 = 0. (2.18)

hay

n∑
i=1

(ai + xi)
2 =

n∑
i=1

a2i − a0. (2.19)

+ N¸u
∑n

i=1 a
2
i − a0 > 0 th¼ (2.19) l  ph÷ìng tr¼nh cõa mët si¶u

c¦u thüc t¥m I (−a1,−a2, . . . ,−an).

+ N¸u
∑n

i=1 a
2
i − a0 = 0 th¼ si¶u c¦u S �÷ñc gåi l  si¶u c¦u �iºm

t¥m I b¡n k½nh 0.

+ N¸u
∑n

i=1 a
2
i − a0 < 0 th¼ si¶u c¦u S �÷ñc gåi l  si¶u c¦u £o

t¥m I v¼ nâ khæng chùa �iºm thüc n o.

Nhªn x²t 2.5.3.5. i) �èi vîi si¶u c¦u têng qu¡t måi vectì c⃗ ̸= 0⃗

�·u khæng ph£i l  ph÷ìng ti»m cªn v  luæn l  ph÷ìng ch½nh.
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Thªt vªy, v¼ ma trªn A cõa ph÷ìng tr¼nh si¶u c¦u têng qu¡t l 
ma trªn �ìn và n¶n måi c⃗ ̸= 0 �·u l  ph÷ìng ch½nh.

ii) Måi si¶u ph¯ng �i qua t¥m I(−a1,−a2, . . . ,−an) cõa si¶u c¦u
têng qu¡t �·u l  si¶u ph¯ng k½nh ch½nh v  trüc giao vîi ph÷ìng li¶n
hñp.

Thªt vªy, si¶u ph¯ng qua t¥m I câ ph÷ìng tr¼nh d¤ng
∑n

i=1 αi(xi+

ai) = 0. �â l  si¶u ph¯ng k½nh li¶n hñp vîi ph÷ìng α⃗(α1, . . . , αn),
l  ph÷ìng ch½nh, n¶n si¶u ph¯ng k½nh l  si¶u ph¯ng k½nh ch½nh. Rã
r ng ph÷ìng li¶n hñp α⃗ l  vectì ph¡p tuy¸n cõa si¶u ph¯ng k½nh.

iii) Si¶u ph¯ng �i qua �iºm M0 thuëc si¶u c¦u S(I, r) v  vuæng
gâc vîi �÷íng th¯ng IM0 l  si¶u ti¸p di»n cõa si¶u c¦u t¤i �iºm M0.

Vectì
−−→
IM0 l  vectì ph¡p tuy¸n cõa si¶u ti¸p di»n.

Thªt vªy, ta câ ph÷ìng tr¼nh cõa si¶u ti¸p di»n cõa si¶u c¦u t¤i
�iºmM0 ch½nh l  ph÷ìng tr¼nh cõa si¶u ph¯ng quaM0 v  vuæng gâc
vîi �÷íng th¯ng IM0.

�ành lþ 2.5.3.6. Cho h» n + 1 �iºm trong khæng gian En. Khi �â
�i·u ki»n c¦n v  �õ �º h» �iºm �â �ëc lªp l  tçn t¤i duy nh§t mët
si¶u c¦u �i qua måi �iºm cõa h».

Chùng minh. Gi£ sû n +1 �iºm �ëc lªp Ai, i = 1, 2, . . . , n+1 câ tåa
�ë �èi vîi mët möc ti¶u trüc chu©n l  (ai1, ai2, . . . , ain+1). Si¶u c¦u
chùa c¡c �iºm �â câ ph÷ìng tr¼nh �èi vîi möc ti¶u trüc chu©n tr¶n
l 

x21 + x22 + . . .+ x2n − 2a1x1 − 2a2x2 − . . .− 2anxn + b = 0.

Thay tåa �ë c¡c �iºm Ai v  ph÷ìng tr¼nh tr¶n ta nhªn �÷ñc h» n+1

ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh vîi c¡c ©n a1, a2, . . . , an, b. H» câ nghi»m
duy nh§t khi v  ch¿ khi∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n 1
... . . . ...

...
an1 . . . ann 1
an+11 . . . an+1n 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0.
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�i·u n y t÷ìng �÷ìng vîi h» �iºm l  �ëc lªp. Do �â �i·u ki»n �ëc
lªp cõa h» �iºm l  c¦n v  �õ �º tçn t¤i duy nh§t mët si¶u c¦u chùa
c¡c �iºm cõa h».

c) Ph÷ìng t½ch cõa mët �iºm �èi vîi mët si¶u c¦u

�ành ngh¾a 2.5.3.7. Trong khæng gian Euclid En vîi möc ti¶u cho
tr÷îc, cho si¶u c¦u (S) câ ph÷ìng tr¼nh:

f (x1, x2, . . . , xn) =
n∑

i=1

x2i + 2
n∑

i=1

aixi + a0 = 0.

Vîi méi �iºm M0 thuëc En câ tåa �ë trüc chu©n (x01, x
0
2, . . . , x

0
n), gi¡

trà

f
(
x01, x

0
2, . . . , x

0
n

)
=

n∑
i=1

(
x0
)2

+ 2
n∑

i=1

aix
0
i + a0

�÷ñc gåi l  ph÷ìng t½ch cõa �iºm M0 �èi vîi si¶u c¦u (S) v  kþ hi»u
P (M0) /(S).

Ta câ P (M0) /(S) = f (x01, x
0
2, . . . , x

0
n).

�ành lþ 2.5.3.8. Trong En cho si¶u c¦u S(I, r) v  mët �÷íng th¯ng
∆ �i qua �iºm M0 ct si¶u c¦u S t¤i hai �iºm M1 v  M2. Khi �â:

P (M0) /(S) =
−−−→
M0M1 ·

−−−→
M0M2.

Chùng minh. Gi£ sû �èi vîi möc ti¶u trüc chu©n �¢ chån, �iºm M0

câ tåa �ë (x01, x
0
2, . . . , x

0
n) v  vectì ch¿ ph÷ìng cõa �÷íng th¯ng câ

∆ tåa �ë l  u⃗ = (u1, u2, . . . , un). Khi �â �÷íng th¯ng ∆ câ ph÷ìng
tr¼nh:

xi = x0i + λui vîi i = 1, 2, . . . , n.

�º t¼m c¡c giao �iºm M1 v  M2 cõa �÷íng th¯ng ∆ vîi m°t c¦u S
ta ph£i gi£i ph÷ìng tr¼nh sau:(([

x0
]
+ [λu]

([
x0
]
+ [λu]

)
+ 2[a]

([
x0
]
+ [λu]

)
+ a0 = 0

)
hay(
[u]T [u]

)
λ2+2

(
[u]T

[
x0
]
+ [a]T [u]

)
λ+
[
x0
]T [

x0
]
+2[a]T

[
x0
]
+a0 = 0.
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�¥y l  mët ph÷ìng tr¼nh bªc hai �èi vîi λ. Gåi λ1, λ2 l  nghi»m cõa
ph÷ìng tr¼nh tr¶n, ùng vîi hai giao �iºm M1,M2. Ta câ:

λ1 · λ2 =
[x0]

T
[x0] + 2[a]T [x0] + a0

[u]T [u]
=
f (x01, x

0
2, . . . , x

0
n)

[u]T [u]
.

M°t kh¡c ta câ:
−−−→
M0M1 = λ1u⃗,

−−−→
M0M2 = λ2.u⃗. Do �â:

−−−→
M0M1 ·

−−−→
M0M2 = λ1λ2u⃗

2 = λ1λ2[u]
T [u] = f (x01, x

0
2, . . . , x

0
n) =

= P (M0) /(S).

�ành lþ 2.5.3.9. Trong En cho hai si¶u c¦u (S1) v  (S2) câ t¥m
khæng tròng nhau. Khi �â tªp hñp nhúng �iºm M câ còng ph÷ìng
t½ch �èi vîi (S1) v  (S2) s³ n¬m tr¶n mët si¶u ph¯ng. Si¶u ph¯ng
n y vuæng gâc vîi �÷íng th¯ng nèi hai t¥m cõa hai si¶u c¦u �¢ cho.

Chùng minh. Trong En gi£ sû �èi vîi möc ti¶u trüc chu©n cho tr÷îc,
cho hai si¶u c¦u câ t¥m khæng tròng nhau l¦n l÷ñt câ ph÷ìng tr¼nh
l :

f1(x1, x2, . . . , xn) = [x]T [x] + 2[a]T [x] + a0 = 0 (S1),

f2(x1, x2, . . . , xn) = [x]T [x] + 2[b]T [x] + b0 = 0 (S2).

Nhúng �iºm M(x1, x2, . . . , xn) câ còng ph÷ìng t½ch �èi vîi (S1) v 
(S2) ph£i câ tåa �ë thäa m¢n �i·u ki»n:

f1(x1, x2, . . . , xn) = f2(x1, x2, . . . , xn)

hay

2([a]− [b])T [x] + a0 − b0 = 0. (2.20)

Si¶u c¦u (S1) câ t¥m I1 (−a1,−a2, . . . ,−an), si¶u c¦u (S2) câ t¥m
I2 (−b1,−b2, . . . ,−bn). V¼ I1 ̸= I2 n¶n (2.20) l  ph÷ìng tr¼nh cõa
mët si¶u ph¯ng. Si¶u ph¯ng n y nhªn vectì n⃗ = (a1−b1, a2−b2, . . .,
an − bn) l m vectì ph¡p tuy¸n n¶n nâ vuæng gâc vîi �÷íng th¯ng
nèi hai t¥m I1 v  I2 cõa (S1) v  (S2).

�ành ngh¾a 2.5.3.10. Tªp hñp c¡c �iºm câ còng ph÷ìng t½ch �èi
vîi hai si¶u c¦u (S1) v  (S2) khæng �çng t¥m l  mët si¶u ph¯ng. Si¶u
ph¯ng n y �÷ñc gåi l  si¶u ph¯ng �¯ng ph÷ìng cõa hai si¶u c¦u �¢
cho.
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Si¶u ph¯ng �¯ng ph÷ìng luæn vuæng gâc vîi �÷íng th¯ng nèi hai
t¥m cõa hai si¶u c¦u cho tr÷îc.

Trong m°t ph¯ng ta câ tröc �¯ng ph÷ìng (si¶u ph¯ng �¯ng
ph÷ìng) cõa hai �÷íng trán l  mët �÷íng th¯ng vuæng gâc vîi �÷íng
th¯ng nèi hai t¥m cõa hai �÷íng trán.

2.5.4 B§t bi¸n cõa h m �a thùc bªc hai v  ùng
döng

Trong möc n y chóng ta tr¼nh b y mët sè b§t bi¸n cõa h m �a
thùc bªc hai v  sû döng chóng �º nghi¶n cùu �÷íng bªc hai trong
m°t ph¯ng Euclid.

a) B§t bi¸n cõa h m �a thùc bªc hai

Trong khæng gian Euclid n chi·u En vîi möc ti¶u trüc chu©n, cho
si¶u m°t hai (S) x¡c �ành bði ph÷ìng tr¼nh:

n∑
i=1
j=1

aijxixj + 2
n∑

i=1

aixi + a0 = 0. (2.21)

V¸ tr¡i cõa ph÷ìng tr¼nh (2.21) �÷ñc gåi l  mët h m �a thùc bªc
hai. Ta th§y mët h m �a thùc bªc hai ho n to n �÷ñc x¡c �ành bði
ma trªn

A =

[
a0 aT

a A

]
=


a0 a1 . . . an
a1 a11 . . . a1n
...

... . . . ...
an an1 . . . ann

 . (2.22)

Thªt vªy, bði t½nh ch§t cõa ph²p nh¥n ma trªn ta câ
n∑

i=1
j=1

aijxixj + 2
n∑

i=1

aixi + a0 =

[
1
x

]T [
a0 aT

a A

] [
1
x

]
. (2.23)

Dòng ph²p bi¸n �êi möc ti¶u trüc chu©n

xi =
n∑

j=1

cijx
′
j + di, i = 1, 2, . . . , n
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�÷a ph÷ìng tr¼nh (2.21) v· d¤ng
n∑

i=1
j=1

a′ijx
′
ix

′
j + 2

n∑
i=1

a′ix
′
i + a′0 = 0. (2.24)

Khi �â h m �a thùc bªc hai �÷ñc x¡c �ành bði ma trªn

A′ =

[
a′0 a′T

a′ A′

]
. (2.25)

N¸u �°t C = (cij), d = [d1 d2 . . . dn]
T v 

C =

[
1 0
d C

]
(2.26)

th¼ vîi c¡c ph²p t½nh to¡n trüc ti¸p ta câ

A′ = C
T
A C.

�ành ngh¾a 2.5.4.1. X²tM l  tªp hñp t§t c£ c¡c ma trªn �èi xùng
A d¤ng (2.25) vîi c¡c ph²p bi¸n �êi A 7→ C

T
A C cõa M v o ch½nh

nâ. Mët h m φ : M → R tr¶n M �÷ñc gåi l  b§t bi¸n �èi vîi måi
bi¸n �êi nâi tr¶n n¸u φ(A) = φ(C

T
A C).

Nhªn x²t 2.5.4.2. Tø �ành ngh¾a tr¶n, ta th§y b§t bi¸n �èi vîi
måi bi¸n �êi d¤ng tr¶n t÷ìng �÷ìng b§t bi¸n �èi vîi måi bi¸n �êi
möc ti¶u Euclid hay �èi vîi måi bi¸n �êi �¯ng cü cõa En.

�ành ngh¾a 2.5.4.3. N¸u h¤n ch¸ ch¿ x²t c¡c ph²p bi¸n �êi d¤ng

A 7→ QTAQ vîi Q =

[
1 0
0 C

]
vîi C l  ma trªn trüc giao th¼ h m

φ : M → R m  φ(A) = φ(QTAQ) vîi måi A ∈ M v  vîi måi Q
d¤ng tr¶n th¼ φ �÷ñc gåi l  b¡n b§t bi¸n.

Tø c¡c �ành ngh¾a tr¶n ta câ nhªn x²t r¬ng: n¸u b¡n b§t bi¸n φ
l  b§t bi¸n vîi c¡c ph²p tành ti¸n, tùc l  φ(A) = φ(P TAP ) vîi måi

P =

[
1 0
d In

]
th¼ φ trð th nh mët b§t bi¸n.

148



Trong �¤i sè tuy¸n t½nh ta câ �¯ng thùc sau:

Det(A−λIn) = (−1)nλn+(−1)n−1J1λ
n−1+(−1)n−2J2λ

n−2+. . .+Jn,

(2.27)
trong �â

Jr =
∑

i1<i2<...<ir

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ai1i1 ai1i2 . . . ai1ir
ai2i1 ai2i2 . . . ai2ir
...

... . . . ...
airi1 airi2 . . . airir

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , r = 1, . . . , n. (2.28)

X²t ¡nh x¤ Jr : M → R, A 7→ Jr, trong �â Jr �÷ñc x¡c �ành bði
cæng thùc (2.28). Ta câ k¸t qu£ sau:

�ành lþ 2.5.4.4. C¡c h m Jr (r = 1, . . . , n) nâi tr¶n l  nhúng b§t
bi¸n.

Chùng minh. Ta câ det(A′−λIn) = det(CTAC−λIn) = det(CTAC−
CTλInC) = detCT (A − λIn)C

T = detCT · det(A − λIn) · detC =

detCT ·detCT ·det(A−λIn) = det(CTC)·det(A−λIn) = det(A−λIn)
(do C l  ma trªn trüc giao).

Nhªn x²t 2.5.4.5. Ta �¢ bi¸t r¬ng b¬ng c¡ch chån mët möc ti¶u
trüc chu©n th½ch hñp (xem �ành lþ 2.5.1.1), ph÷ìng tr¼nh cõa m°t
bªc hai �¢ cho s³ câ mët trong c¡c d¤ng sau �¥y

r∑
i=1

λix
′2
i +m = 0 , 1 ≤ r ≤ n,m ̸= 0; (I)

r∑
i=1

λix
′2
i = 0 , 1 ≤ r ≤ n; (II)

r∑
i=1

λix
′2
i + 2mx′r+1 = 0 , 1 ≤ r < n. (III)

Khi �â c¡c Jr+1, Jr+2, . . . , Jn �·u b¬ng 0 v  J1, J2, . . . , Jr l  c¡c
h m �èi xùng sì c§p thù 1, 2, . . . , r cõa c¡c gi¡ trà ri¶ng kh¡c 0
λ1, λ2, . . . , λr cõa A: J1 =

∑
1≤i≤r λi; J2 =

∑
1≤i<j≤r λiλj; J3 =∑

1≤i<j<k≤r λiλjλk; . . . ; Jr = λ1λ2 . . . λr.
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�ành lþ 2.5.4.6. H m ψ : M → R �÷ñc x¡c �ành bði

A 7→ det
(
a0 aT

a A− λIn

)
,

trong �â λ l  mët sè b§t ký, l  mët b¡n b§t bi¸n.

Chùng minh. Vîi Q =

[
1 0
0 C

]
v  v¼ C l  ma trªn trüc giao,

ta câ ψ(QTAQ) = det
[

a0 aTC
CTa CTAC − λIn

]
= det

[
1 0
0 CT

]
·

det
[
a0 aT

a A− λIn

]
· det

[
1 0
0 C

]
= det

[
a0 aT

a A− λIn

]
= ψ(Ā).

Do �â ψ l  mët b¡n b§t bi¸n.

Tø �ành lþ tr¶n d¹ d ng suy ra:

H» qu£ 2.5.4.7. C¡c h» sè cõa �a thùc bªc n cõa λ:

det
[
a0 aT

a A− λIn

]
= K1(−λ)n +K2(−λ)n−1 + . . .+Kn(−λ) +

Kn+1, trong �â K1 = a0, Kn+1 = det(A),

Kr+1 =
∑

i1<i2<...<ir

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 ai1 ai2 . . . air
ai1 ai1i1 ai1i2 . . . ai1ir
ai2 ai2i1 ai2i2 . . . ai2ir
...

...
...

. . .
...

air airi1 airi2 . . . airir

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, r = 2, . . . , n, l 

c¡c b¡n b§t bi¸n.

�ành lþ 2.5.4.8. i) N¸u A câ d¤ng ch½nh tc (I) v  r < n, th¼
+ Kr+2 = Kr+3 = . . . = Kn+1 = 0;

+ Kr+1 = mλ1λ2 . . . λr = mJr ̸= 0.
ii) N¸u A câ d¤ng ch½nh tc (II) v  r < n, th¼

Ki = 0 vîi ∀i > r.

iii) N¸u A câ d¤ng ch½nh tc (III) th¼

Kr+2 = (−1)r+2m(−1)r+1mλ1λ2 . . . λr = −m2Jr ̸= 0

iv) B¡n b§t bi¸n Kn+1 = detA l  mët b§t bi¸n.
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Chùng minh. i) �êi möc ti¶u trüc chu©n x = Cy + c ph÷ìng tr¼nh
cõa S trð th nh

yT (CTAC)y + 2(cTA+ aT )Cy + cTAc+ 2aT c+ a0. (2.29)

Gi£ sû C l  ma trªn trüc giao sao cho CTAC câ d¤ng

λ1
λ2 0

. . .
λr

0

0
. . .

0


, λi ̸= 0 ∀i = 1, . . . , r. (2.30)

V¼ Ki l  c¡c b¡n b§t bi¸n n¶n

Ki

([
a0 aT

a A

])
= Ki

([
1 0
0 CT

] [
a0 aT

a A

] [
1 0
0 C

])
= Ki

([
a0 aTC
CTa CTAC

])
.

V¼ S câ d¤ng (I) n¶n ta câ thº l§y c �º vîi möc ti¶u trüc chu©n
ð tr¶n x = Cy + c, S câ d¤ng

r∑
i=1

λiy
2
i +m = 0 , 1 ≤ r ≤ n,m ̸= 0. (2.31)

Tø (2.29) v  (2.31) ta câ

Ac+ a = 0 v  m = cTAc+ 2aT c+ a0 ̸= 0. (2.32)

Do �â c l  mët nghi»m cõa h» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh Ax = −a.
Tø �â ta suy ra a l  mët tê hñp tuy¸n t½nh cõa c¡c ma trªn cët cõa
ma trªn A. �i·u n y k¸t hñp vîi d¤ng cõa ma trªn CTAC nh÷ 2.30,
ta suy ra

aTCr+1 = . . . = aTCn = 0, (2.33)
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trong �â Ci l  ma trªn cët thù i cõa C.

Ta �¢ chùng minh �÷ñc r¬ng ma trªn
[

a0 aTC
CTa CTAC

]
câ d¤ng



a0 aTC1 aTC2 . . . aTCr 0 . . . 0
aTC1 λ1
aTC2 λ2
... . . . 0

aTCr λr
0 0
... 0

. . .
0 0


. (2.34)

Do �â c¡c �ành thùc con c§p lîn hìn r+1 �·u câ chùa ½t nh§t mët
cët khæng, n¶n Kr+1 = . . . = Kn = 0.

Hìn núa v¼ CT
i Ci = 1 n¶n (khai triºn �ành thùc sau theo cët 1)

Kr+1 = det


a0 aTC1 aTC2 . . . aTCr

aTC1 λ1
aTC2 λ2 0
... 0

. . .
aTCr λr

 = Jr(a0−
r∑

i=1

aTa

λi
).

(2.35)

Ð tr¶n ta �¢ ch¿ ra r¬ng c l  mët nghi»m cõa h» Ax = −a, tùc
Ac = −a, suy ra CTAc = −CTa. Do �â (CTAC)CT c = −CTa (v¼
C l  ma trªn trüc giao). Bði d¤ng cõa CTAC v  (2.33) ta suy ra r
ph¦n tû �¦u ti¶n cõa CT c l 

− CT
1 a

λ1
,−C

T
2 a

λ2
, . . . ,−C

T
r a

λr
, trong �â Ci ma trªn cët thù i cõa C.

(2.36)
Theo (2.32), (2.33), (2.36) v  c l  mët nghi»m cõa h» Ax = −a,
n¶n m = cTAc + 2aT c + a0 = a0 + (Ac + 2aT )c = a0 + aT c =

a0 + aTCCT c = a0 + (aTC)(CT c) = a0 −
∑r

i=1

aTa

λi
. K¸t hñp vîi

(2.35) ta câ Kr+1 = mJr, �i·u ph£i chùng minh.
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ii) v  iii) �÷ñc chùng minh t÷ìng tü ph¦n i).

iv) V¼ C =

[
1 0
d C

]
v  C l  mët ma trªn trüc giao n¶n ta câ

det(CT
) = det(C) = 1, do �â det(CT

AC)=det(A), tùc Kn+1 l  b§t
bi¸n.

b) Nghi¶n cùu �÷íng bªc hai nhí b§t bi¸n

Trong m°t ph¯ng Euclid E2 vîi möc ti¶u trüc chu©n, cho �÷íng
bªc hai (S) x¡c �ành bði ph÷ìng tr¼nh sau:

a11x
2
1 + 2a12x1x2 + a22x22 + 2a1x1 + 2a2x2 + a0 = 0. (2.37)

X²t c¡c b§t bi¸n

J1 = a11 + a22,

J2 =

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = det(A).

Khi �â λ1, λ2 l  c¡c gi¡ trà ri¶ng cõa A công l  nghi»m cõa ph÷ìng
tr¼nh

λ2 − J1λ+ J2 = 0.

X²t c¡c b¡n b§t bi¸n:

K1 = a0,

K2 =

∣∣∣∣a0 a1
a1 a11

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣a0 a2
a2 a22

∣∣∣∣ ,
K3 =

∣∣∣∣∣∣
a0 a1 a2
a1 a11 a12
a2 a21 a22

∣∣∣∣∣∣ = det(A).

+ N¸u (S) câ ph÷ìng tr¼nh d¤ng ch½nh tc (I), tùc l 

λ1x
′2
1 + λ2x

′2
2 +m = 0. (I)

th¼ K3 = mJ2. Do �â
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- N¸u J2 ̸= 0 th¼ m = K3

J2
. Do �â ph÷ìng tr¼nh cõa (S) câ d¤ng

(S) : λ1x
′2
1 + λ2x

′2
2 +

K3

J2
= 0 (λ1 · λ2 ̸= 0) . (2.38)

- N¸u J2 = λ1 · λ2 = 0 th¼ λ1 = 0, λ2 ̸= 0 ho°c λ1 ̸= 0, λ2 = 0 (do

rank(A) > 0). Theo �ành lþ 2.5.4.8, ta câ m =
K2

J1
. Khi �â ph÷ìng

tr¼nh cõa (S) l :

(S) : λ1x
′2
1 +

K2

J1
= 0 (λ1 ̸= 0) . (2.39)

N¸u S câ ph÷ìng tr¼nh ch½nh tc (II) th¼ S câ ph÷ìng tr¼nh d¤ng

λ1x
′2
1 + λ2x

′2
2 = 0, λ1, λ2 ̸= 0.

N¸u S câ ph÷ìng tr¼nh ch½nh tc (III) th¼ S câ ph÷ìng tr¼nh d¤ng

λ1x
′2
1 + 2mx′2 = 0, λ1 ̸= 0.

Khi �â theo �ành lþ 2.5.4.8, K3 = −m2J1 suy ra m2 = −K3

J1
. Do �â,

ph÷ìng tr¼nh cõa (S) câ d¤ng

λ1x
′2
1 ±

√
−K3

J1
x′2 = 0.

2.5.5 Ph¥n lo¤i �÷íng bªc hai nhí b§t bi¸n

X²t hai tr÷íng hñp sau:

1) Tr÷íng hñp K3 ̸= 0. Khi �â (S) l  mët �÷íng bªc hai khæng
suy bi¸n.

(a) N¸u J2 ̸= 0 th¼ ph÷ìng tr¼nh chu©n tc (S) câ d¤ng

(S) : λ1x′21 + λ2x
′2
2 +

K3

J2
= 0 (λ1 · λ2 ̸= 0) .
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X²t c¡c tr÷íng hñp sau:

- N¸u J2 > 0 th¼ λ1, λ2 còng d§u. Khæng m§t t½nh têng qu¡t, ta gi£
sû λ1, λ2 < 0.

+ N¸u K3.J1 < 0 th¼ K3 > 0 do J1 = λ1+λ2 < 0. Do �â ph÷ìng
tr¼nh cõa (S) câ thº �÷a v· d¤ng

(S) : x
′2
1

a2
+
x′22
b2

= 1 vîi a =

√
K3

J2 (−λ1)
, b =

√
K3

J2 (−λ2)
.

Suy ra (S) l  mët elip thüc.

+ N¸u K3.J1 > 0 th¼ K3 < 0 do J1 = λ1+λ2 < 0. Do �â ph÷ìng
tr¼nh cõa (S) câ thº �÷a v· d¤ng

(S) : x′21
a2

+
x′22
b2

= −1 vîi a =

√
K3

J2λ1
, b =

√
K3

J2λ2
.

Suy ra (S) l  mët elip £o.

- N¸u J2 < 0 th¼ λ1, λ2 tr¡i d§u. Khæng m§t t½nh têng qu¡t gi£ sû
K3 < 0, λ1 < 0, λ2 > 0. Khi �â, ph÷ìng tr¼nh cõa (S) câ thº �÷ñc
vi¸t l¤i d÷îi d¤ng:

(S) : x
′2
1

a2
− x′22
b2

= 1 vîi a =

√
−K3

J2λ1
, b =

√
K3

J2λ2
.

Suy ra S l  mët hypebol.

Tâm l¤i ta câ (S) l 


elip thüc n¸u J2 > 0, K3J1 < 0,
elip £o n¸u J2 > 0, K3J1 < 0,
hypebol n¸u J2 < 0.

(b) N¸u J2 = 0 th¼ ph÷ìng tr¼nh chu©n tc (S) câ d¤ng

(S) : λ1x′21 ± 2

√
−K3

J1
x′2 = 0 (λ1 ̸= 0) .

Suy ra (S) l  mët parabol.

2) Tr÷íng hñp K3 = 0. Khi �â (S) l  mët �÷íng bªc hai suy bi¸n.

(a) N¸u J2 ̸= 0 th¼ ph÷ìng tr¼nh chu©n tc (S) câ d¤ng

(S) : λ1x′21 + λ2x
′2
2 = 0 (λ1λ2 ̸= 0) .
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Khi �â, n¸u J2 < 0 (J2 > 0) th¼ (S) l  c°p �÷íng th¯ng thüc (£o)
ct nhau.

Thªt vªy, n¸u J2 < 0 th¼ λ1, λ2 tr¡i d§u, khæng m§t t½nh têng
qu¡t gi£ sû λ1 > 0, λ2 < 0. Khi �â (S) câ thº �÷ñc vi¸t d÷îi d¤ng:

(S) : x
′2
1

a2
− x′22
b2

= 0 vîi a =

√
1

λ1
, b =

√
−1

λ2
.

Suy ra (S) l  c°p �÷íng th¯ng thüc ct nhau. N¸u J2 > 0 th¼ λ1, λ2
còng d§u, khæng m§t t½nh têng qu¡t gi£ sû λ1, λ2 < 0. Khi �â (S)
câ thº �÷ñc vi¸t d÷îi d¤ng:

(S) : x
′2
1

a2
+
x′22
b2

= 0 vîi a =

√
−1

λ1
, b =

√
−1

λ2
.

Suy ra (S) l  c°p �÷íng th¯ng £o ct nhau.

(b) N¸u J2 = 0 v  K2 ̸= 0 th¼ ph÷ìng tr¼nh chu©n tc (S) câ d¤ng

(S) : λ1x′21 +
K2

J1
= 0.

Do �â n¸u K2 < 0 th¼ (S) l  mët c°p �÷íng th¯ng thüc song song;
n¸u K2 > 0 th¼ (S) l  c°p �÷íng th¯ng £o song song.

(c) N¸u J2 = K2 = 0 th¼ ph÷ìng tr¼nh chu©n tc cõa (S) câ d¤ng

(S) : λ1x′21 = 0.

Suy ra (S) l  hai �÷íng th¯ng tròng nhau.

V½ dö 2.5.5.1. �÷a c¡c �÷íng bªc hai sau v· d¤ng chu©n tc.

(a) (S) : −3x2 + 4xy − 10x− 2y + 3 = 0. Ta câ:

K3 =

∣∣∣∣∣∣
3 −5 −1
−5 −3 2
−1 2 0

∣∣∣∣∣∣ = 11 ̸= 0

J2 =

∣∣∣∣ −3 2
2 0

∣∣∣∣ = −4 < 0

J1 = −3.
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Suy ra (S) l  1 hypebol, câ ph÷ìng tr¼nh �èi vîi möc ti¶u mîi:

(S) : λ1x′2 + λ2y
′2 +

K3

J2
= 0,

vîi λ1, λ2 l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng

λ2 + 3λ− 4 = 0 ⇔
[
λ1 = 1
λ2 = −4

.

Suy ra ph÷ìng tr¼nh chu©n tc cõa (S) l 

X2(√
11
2

)2 − Y 2(√
11
4

)2 = 1.

(b) (S) : 8x2 + 2y2 + 16xy + 20x+ 4y + 9 = 0. Ta câ:

K3 =

∣∣∣∣∣∣
9 10 2
10 8 4
2 4 2

∣∣∣∣∣∣ = −72 ̸= 0,

J2 =

∣∣∣∣ 8 4
4 2

∣∣∣∣ = 0,

J1 = 2 + 8 = 10.

Suy ra (S) l  mët parabol, câ ph÷ìng tr¼nh �èi vîi möc ti¶u mîi:

(S) : λx′2 ± 2

√
−K3

J1
y′ = 0,

vîi λ l  nghi»m kh¡c 0 cõa ph÷ìng tr¼nh:

λ2 − 10λ = 0 ⇔ λ = 10.

Do �â ph÷ìng tr¼nh chu©n tc cõa (S) l  x′2 = 2
3

5
√
5
y′.

(c) (S) : x2 + y2 + 6xy + 20x+ 4y + 2 = 0. Ta câ:

K3 =

∣∣∣∣∣∣
2 10 2
10 1 3
2 3 1

∣∣∣∣∣∣ = 0,

J2 =

∣∣∣∣ 1 3
3 1

∣∣∣∣ = −8 < 0,

J1 = 1 + 1 = 2.
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Suy ra (S) l  c°p �÷íng th¯ng ct nhau, câ ph÷ìng tr¼nh trong möc
ti¶u mîi:

(S) : λ1x′2 + λ2y
′2 = 0,

vîi λ1, λ2 l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh:

λ2 − 2λ− 8 = 0 ⇔
[
λ1 = 4
λ2 = −2

.

Do �â ph÷ìng tr¼nh chu©n tc cõa (S) l  4x′2 − 2y′2 = 0.
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TÂM T�T CH×ÌNG 2

Nëi dung ch½nh cõa ch÷ìng n y bao gçm:

1. Kh¡i ni»m khæng gian vectì Euclid, c¡c kh¡i ni»m v  t½nh ch§t
cõa mæ�un; gâc; c¡c khæng gian con vuæng gâc, bò vuæng gâc; cì sð
trüc chu©n trong khæng gian vectì Euclid.

2. Kh¡i ni»m v  c¡c t½nh ch§t cõa ¡nh x¤ trüc giao, bi¸n �êi trüc
giao.

3. Kh¡i ni»m khæng gian Euclid v  c¡c kh¡i ni»m trong khæng
gian Euclid: kho£ng c¡ch; möc ti¶u trüc chu©n; tåa �ë trüc chu©n;
thº t½ch cõa �ìn h¼nh m chi·u, h¼nh hëp m chi·u; c¡c ph¯ng vuæng
gâc, bò vuæng gâc; si¶u c¦u.

4. Kh¡i ni»m v  t½nh ch§t cõa ¡nh x¤ �¯ng cü, bi¸n �êi �¯ng cü.
Ph¥n lo¤i c¡c ph²p �¯ng cü trong khæng gian 2 chi·u, 3 chi·u. Kh¡i
ni»m H¼nh håc Euclid, H¼nh håc �çng d¤ng.

T�I LI�U �ÅC TH�M CH×ÌNG 2

[1] V«n Nh÷ C÷ìng-T¤ M¥n (1988), H¼nh håc afin v  H¼nh håc Eu-
clid, Nxb �HQG H  Nëi (Ch÷ìng 4).
[2] Nguy¹n Mëng Hy (1999), H¼nh håc cao c§p, Nxb Gi¡o döc, H 
Nëi (Ch÷ìng 2).
[3] M. Audin (2002), Geometry, Springer Science - Business Media
(Ch÷ìng 2, 3, 4).
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C�U HÄI ÆN T�P CH×ÌNG 2

1. Khæng gian vectì Euclid l  g¼?

2. Cì sð trüc chu©n l  g¼?

3. Th¸ n o l  hai khæng gian con trüc giao, bò trüc giao?

4. Th¸ n o l  ¡nh x¤ trüc giao, bi¸n �êi trüc giao?

5. T¤i sao nâi khæng gian Euclid công l  khæng gian afin?

6. T¤i sao nâi möc ti¶u trüc chu©n công l  möc ti¶u afin?

7. Th¸ n o l  hai ph¯ng trüc giao, bò trüc giao?

8. Kho£ng c¡ch giúa hai ph¯ng l  g¼? �÷íng vuæng gâc chung câ
quan h» g¼ �¸n kho£ng c¡ch cõa hai ph¯ng?

9. �nh x¤ �¯ng cü l  g¼? Ph²p díi h¼nh, ph²p ph£n díi h¼nh l  g¼?

10. Th¸ n o l  ph²p �èi xùng qua m−ph¯ng? Ph²p quay quanh
(n− 2)−ph¯ng?

11. H¼nh håc Euclid l  g¼?

12. Ph²p �çng d¤ng l  g¼? H¼nh håc �çng d¤ng l  g¼?

13. Th¸ n o l  gi£i mët b i to¡n nhí t÷ìng �÷ìng afin?

14. Th¸ n o l  d¤ng ch½nh tc cõa mët si¶u m°t bªc hai trong khæng
gian Euclid?

15. Si¶u c¦u l  g¼? Si¶u c¦u têng qu¡t l  g¼?

160



B�I T�P CH×ÌNG 2

Khæng gian vectì Euclid

2.1. X²t R2 nh÷ mët khæng gian vectì tr¶n R. X²t ¡nh x¤:

ξ : R2 × R2 → R2; ξ(a, b) = a1b1 +
a1b2 + a2b1

2
+
a2b2
3

vîi a = (a1, a2) , b = (b1, b2) ∈ R2.

a) Chùng minh ξ l  mët t½ch væ h÷îng tr¶n R2.

b) X²t R2 vîi t÷ c¡ch l  mët khæng gian vectì Euclid vîi t½ch væ
h÷îng ξ. H¢y ch¿ ra mët cì sð trüc chu©n cõa R2.

2.2. Trong R−khæng gian vectì n chi·u V cho cì sð ε = {e⃗1, e⃗2, . . .,
e⃗n}. Chùng minh r¬ng trong V câ mët t½ch væ h÷îng duy nh§t �º
V trð th nh khæng gian vectì Euclid m  ε l  cì sð trüc chu©n cõa
nâ.

2.3. Trong khæng gian vectì Euclid 4 chi·u vîi cì sð trüc chu©n
cho tr÷îc, cho c¡c vectì a⃗ = (1, 1, 3, 1), b⃗ = (−1, 2, 0,−1), c⃗ =

(−3, 4,−1, 1), d⃗ = (0,−1,−4, 0).

a) T½nh (⃗a− b⃗) · c⃗ v  (⃗a− d⃗)2.

b) X²t t½nh nhån, tò, vuæng cõa méi c°p vectì tr¶n.

2.4. Trong khæng gian vectì Euclid 3 chi·uV cho h» 3 vectì {a⃗1, a⃗2, a⃗3}
trong �â a⃗21 = 1, a⃗1 · a⃗2 = −1, a⃗1 · a⃗3 = 0, a⃗22 = 3, a⃗2 · a⃗3 = 0, a⃗23 = 2.

a) Chùng minh r¬ng h» {a⃗1, a⃗2, a⃗3} �ëc lªp tuy¸n t½nh.

b) Trong V cho hai vectì u⃗, v⃗ câ tåa �ë �èi vîi cì sð {a⃗1, a⃗2, a⃗3}
l  u⃗ = (0, 1,−1), v⃗ = (2, 1, 3). T½nh t½ch væ h÷îng u⃗ · v⃗.

c) Trong khæng gian V câ cì sð trüc chu©n n o �º �èi vîi nâ
c¡c vectì u⃗, v⃗ nâi ð c¥u b) câ tåa �ë u⃗ = (1, 0, 4), v⃗ = (0, 0,−1) hay
khæng?

2.5. Trong khæng gian vectì Euclid 4 chi·u V vîi cì sð trüc chu©n
�¢ chån, cho c¡c vectì a⃗(1, 1, 1, 2), b⃗(1, 2, 3,−3).
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a) Chùng tä a⃗ trüc giao vîi b⃗.

b) H¢y bê sung v o h» {a⃗, b⃗} hai vectì kh¡c 0 núa �º �÷ñc mët
cì sð trüc giao.

2.6. Trong khæng gian vectì Euclid 4 chi·u V vîi cì sð trüc chu©n
�¢ chån, cho c¡c vectì
a⃗(1, 1, 1, 2), b⃗(1, 2, 3,−3), c⃗(1,−2, 1, 0), d⃗(25, 4,−17,−6).

a) {a⃗, b⃗, c⃗, d⃗} câ ph£i l  h» trüc giao khæng?

b) Gåi W = ⟨⃗a, b⃗⟩, Z = ⟨c⃗, d⃗⟩. W v  Z câ ph£i l  hai khæng gian
con bò trüc giao khæng?

2.7. Trong khæng gian vectì Euclid Vn cho cì sð trüc chu©n ε =

{e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n}. Vîi x⃗ ∈ Vn, gi£ sû x⃗|ε = (x1, x2, . . . , xn). Gåi αi l 
gâc giúa x⃗ v  e⃗i. Chùng minh r¬ng:

a) xi = ∥x⃗∥ cosαi.

b)
∑n

i=1 cos
2 αi = 1.

2.8. Trong khæng gian vectì Euclid 4 chi·u V vîi cì sð trüc chu©n
�¢ chån, cho khæng gian con W x¡c �ành bði h» ph÷ìng tr¼nh:

2x1 + x2 + 3x3 − x4 = 0
3x1 + 2x2 − 2x4 = 0
3x1 + x2 + 9x3 − x4 = 0

.

T¼m h» ph÷ìng tr¼nh x¡c �ành ph¦n bò trüc giao W⊥ cõa W.

Khæng gian Euclid

2.9. Trong khæng gian Euclid n chi·u En cho 3 �iºm b§t k¼ A,B,C.
Chùng minh r¬ng

a) d(A,B) + d(B,C) ≥ d(A,C).

b) d(A,B)+d(B,C) = d(A,C) khi v  ch¿ khi B thuëc �o¤n AC.

2.10. Trong khæng gian Euclid n chi·uEn cho 4 �iºm b§t k¼A,B,C,D.
Chùng minh r¬ng

−→
AB ·

−−→
CD +

−−→
AD ·

−−→
BC +

−→
AC ·

−−→
BD = 0.

2.11. Trong khæng gian Euclid n chi·uEn cho 4 �iºm b§t k¼A,B,C,D.
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Chùng minh r¬ng

d(A,B) + d(C,D) + d(A,C) + d(B,D) ≥ d(A,D) + d(B,C).

2.12. Chùng minh r¬ng trong khæng gian Euclid En n¸u ph¯ng P

bò vuæng gâc vîi ph¯ng Q th¼ P+Q = En.

2.13. Trong khæng gian Euclid n chi·u En cho ph¯ng P v  �iºm A.
Chùng minh r¬ng tçn t¤i duy nh§t ph¯ng Q �i qua A v  bò vuæng
gâc vîi P.

2.14. Trong khæng gian Euclid n chi·u En cho �iºm A v  ph¯ng P.
Chùng minh r¬ng tçn t¤i duy nh§t mët �iºm H sao cho d(A,H) ≤
d(A,M), vîi måi M ∈ P.

2.15. Trong khæng gian Euclid n chi·u En cho ph¯ng P v  �÷íng
th¯ng ∆ vuæng gâc vîi P, ct P t¤i �iºm H. Cho �iºm A ∈ ∆ v 
�iºm B ∈ P. Chùng minh

[d(A,H)]2 + [d(H,B)]2 = [d(A,B)]2.

2.16. Trong khæng gian Euclid n chi·u En vîi möc ti¶u trüc chu©n
{O; e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n} �¢ chån, cho si¶u ph¯ng P câ ph÷ìng tr¼nh

a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn + b = 0,

v⃗ l  vectì câ tåa �ë (a1, a2, . . . , an) �èi vîi cì sð trüc chu©n {e⃗1, . . . , e⃗n}.

a) Chùng minh r¬ng v⃗ l  mët vectì ph¡p tuy¸n cõa P (ngh¾a l 
v⃗ ̸= 0⃗ v  trüc giao vîi ph÷ìng cõa P).

b) Cho �iºmM (x01, x
0
2, . . . , x

0
n), lªp ph÷íng tr¼nh �÷íng th¯ng �i

qua M v  trüc giao vîi P.

2.17. Trong khæng gian Euclid En vîi möc ti¶u trüc chu©n cho
tr÷îc cho �iºmM (x01, x

0
2, . . . , x

0
n) v  vectì v⃗ (a1, a2, . . . , an) ̸= 0⃗. Lªp

ph÷ìng tr¼nh cõa si¶u ph¯ng P �i qua M v  câ ph÷ìng
−→
P trüc giao

vîi v⃗.

2.18. Trong khæng gian Euclid n chi·u En cho hai möc ti¶u trüc
chu©n

{O;E1, E2, . . . , En} v  {O′;E1, E2, . . . , En} .
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Gåi P l  si¶u ph¯ng x¡c �ành bði �ìn h¼nh E1, E2, . . . , En. Chùng
minh r¬ng OO′ trüc giao vîi P v  ct P t¤i trång t¥m G cõa �ìn
h¼nh �â.

2.19. Trong khæng gian Euclid 4 chi·u E4 cho möc ti¶u trüc chu©n
{O;E1, E2, E3, E4} v  �iºm E(1, 1, 1, 1). Gåi P l  ph¯ng x¡c �ành bði
c¡c �iºmO,E1, E v Q l  ph¯ng x¡c �ành bði c¡c �iºm E1, E2, E3, E4.
X¡c �ành ph¯ng giao cõa P v  Q.

2.20. Trong khæng gian Euclid En vîi möc ti¶u trüc chu©n cho tr÷îc,
cho m−ph¯ng P x¡c �ành bði h» n−m ph÷ìng tr¼nh

n∑
i=1

akixi + bk = 0, (k = 1, 2, . . . , n−m).

a) Gåi
−→
P l  ph÷ìng cõa P. Chùng minh r¬ng

−→
P trüc giao vîi

c¡c vectì

a⃗k (ak1, ak2, . . . , akn) , (k = 1, 2, . . . , n−m).

b) Gåi Q l  ph¯ng �i qua A (x01, x
0
2, . . . , x

0
n) v  bò trüc giao vîi P,

−→
Q l  ph÷ìng cõa Q. Chùng minh r¬ng h» vectì {a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n−m}
l  mët cì sð cõa

−→
Q .

c) Lªp ph÷ìng tr¼nh cõa ph¯ng Q nâi ð c¥u b).

2.21. Trong khæng gian Euclid 5 chi·u E5 vîi möc ti¶u trüc chu©n
cho tr÷îc, cho �iºm A(1, 3, 4,−1, 5) v  ph¯ng P câ ph÷ìng tr¼nh:

x3 + x4 −3 = 0
x3 + 2x4 − x5 +3 = 0
−x3 + x5 +1 = 0

.

Lªp ph÷ìng tr¼nh ph¯ng Q �i qua A v  bò vuæng gâc vîi P.

2.22. Trong khæng gian Euclid 5 chi·u E5 vîi möc ti¶u trüc chu©n
cho tr÷îc, cho �iºm A(1, 3, 4,−1, 5) v  ph¯ng P câ ph÷ìng tr¼nh:

x3 = 4
x4 = −1
x5 = 5

.
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a) T½nh dimP.

b) Lªp ph÷ìng tr¼nh ph¯ng Q �i qua A v  bò vuæng gâc vîi P.

2.23. Trong khæng gian Euclid 5 chi·u E5 vîi möc ti¶u trüc chu©n
cho tr÷îc, cho ph¯ng P câ ph÷ìng tr¼nh:

x3 + x4 −3 = 0
x3 + 2x4 − x5 +3 = 0
−x3 + x5 +1 = 0

,

v  ph¯ng Q câ ph÷ìng tr¼nh:{
x1 + x2 −4 = 0
3x1 − 2x2 +3 = 0

.

Häi P v  Q câ vuæng gâc vîi nhau khæng?

2.24. Trong khæng gian Euclid 5 chi·u E5 vîi möc ti¶u trüc chu©n
cho tr÷îc, cho c¡c �iºm
A(1, 3, 4,−1, 5), B(1, 2,−2, 3, 4), C(1, 4,−1, 4, 5), D(2, 4,−1, 4, 5)

v  ph¯ng Q câ ph÷ìng tr¼nh{
x1 = 1
x2 = 3

.

a) Lªp ph÷ìng tr¼nh cõa ph¯ng P x¡c �ành bði 3 �iºm A,B,C.

b) Ph¯ng P câ trüc giao vîi �÷íng th¯ng CD khæng?

c) X²t và tr½ t÷ìng �èi cõa P v  Q.

2.25. Trong khæng gian Euclid 3 chi·u E3 vîi möc ti¶u trüc chu©n
cho tr÷îc, cho c¡c �iºmA(3, 4,−1), B(2, 0, 3), C(−3, 5, 4). H¢y chùng
tä A,B,C khæng th¯ng h ng v  t½nh di»n t½ch tam gi¡c ABC.

2.26. Trong khæng gian Euclid 4 chi·u E4 vîi möc ti¶u trüc chu©n
cho tr÷îc, cho m°t ph¯ng P �i qua 3 �iºm A(1, 1, 1, 1), B(2, 2, 0, 0),
C(1, 2, 0, 1) v  �÷íng th¯ng d �i qua 2 �iºm D(1, 1, 1, 2), E(1, 1, 2, 1).

a) Chùng minh P v  d ch²o nhau.

b) Vi¸t ph÷ìng tr¼nh �÷íng vuæng gâc chung v  t½nh �ë d i �o¤n
vuæng gâc chung cõa P v  d.
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2.27. Trong E3 cho tù di»n ABCD, c¡c �¿nh câ tåa �ë trüc chu©n
l :

A(0, 0, 2), B(3, 0, 5), C(1, 1, 0), D(4, 1, 2).

T½nh chi·u cao tù di»n h¤ tø �¿nh D tîi m°t ABC v  t½nh thº t½ch
tù di»n ABCD.

2.28. Trong khæng gian Euclid En vîi möc ti¶u trüc chu©n cho tr÷îc,
cho si¶u ph¯ng P �i qua c¡c �iºm:

A1 (a1, 0, . . . , 0) , A2 (0, a2, . . . , 0) , An (0, 0, . . . , an) .

H¢y t½nh kho£ng c¡ch tø gèc tåa �ë �¸n si¶u ph¯ng �â.

�nh x¤ �¯ng cü

2.29. Cho ph²p bi¸n �êi afin f : En → En. Gi£ sû {A0, A1, . . . , An}
l  (n + 1) �iºm �ëc lªp trong En v  f (Ai) = A′

i i = 0, 1, . . . , n.
Chùng minh r¬ng f �¯ng cü khi v  ch¿ khi

d (Ai, Aj) = d
(
A′

i, A
′
j

)
, ∀i, j = 0, 1, . . . , n.

2.30. Hai �ìn h¼nh S (A0, A1, . . . , An), S ′ (A′
0, A

′
1, . . . , A

′
n) �÷ñc gåi

l  b¬ng nhau (S = S ′) n¸u d (Ai, Aj) = d
(
A′

i, A
′
j

)
, ∀i, j = 0, 1, . . . , n.

Chùng minh r¬ng n¸u S = S ′ th¼ câ ph²p �¯ng cü duy nh§t f : En →
En sao cho f (Ai) = A′

i i = 0, 1, . . . , n.

2.31. Cho si¶u ph¯ng α trong En v  ph²p �¯ng cü f : En → En.
Chùng minh r¬ng n¸u f khæng ph£i l  ph²p �çng nh§t v  f(M) =M

vîi måi M ∈ α th¼ f l  ph²p �èi xùng qua α.

2.32. Chùng minh r¬ng ph²p quay trong E2 l  t½ch cõa hai ph²p �èi
xùng tröc.

2.33. Chùng minh r¬ng ph²p �¯ng cü f : En → En l  t½ch cõa khæng
qu¡ (n+ 1) ph²p �èi xùng qua si¶u ph¯ng.

2.34. Trong En vîi möc ti¶u trüc chu©n cho tr÷îc, cho si¶u ph¯ng
α câ ph÷ìng tr¼nh:

n∑
i=1

aixi + a0 = 0,
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vîi
n∑

i=1

a2i = 1.

Vi¸t ph÷ìng tr¼nh ph²p �èi xùng qua α.

2.35. Trong E2 cho f1, f2 l¦n l÷ñt l  c¡c ph²p �èi xùng �èi vîi c¡c
�÷íng th¯ng d1, d2. Chùng minh r¬ng:

a) N¸u d1 ∥ d2 th¼ f = f2 ◦ f1 l  ph²p tành ti¸n.

b) N¸u d1 ct d2 th¼ f = f2 ◦ f1 l  ph²p quay.

c) N¸u d1 vuæng gâc vîi d2 th¼ f = f2 ◦ f1 l  ph²p �èi xùng t¥m.

2.36. Cho ph²p �¯ng cü f : En → En, f khæng câ �iºm b§t �ëng.
Chùng minh r¬ng f câ �÷íng th¯ng b§t �ëng.

2.37. Cho ph²p �¯ng cü f : E2 → E2, f khæng câ �iºm b§t �ëng.
Chùng minh r¬ng n¸u I l  mët �iºm m  d (I, I ′) ≤ d (M,M ′) vîi
måi M ∈ E2 (vîi I ′ = f(I),M ′ = f(M)) th¼ �÷íng th¯ng II ′ l 
�÷íng th¯ng b§t �ëng.

2.38. Cho ph²p �¯ng cü f : En → En, f khæng câ �iºm b§t �ëng.
Chùng minh r¬ng c¡c �÷íng th¯ng b§t �ëng song song vîi nhau.

2.39. Cho ph²p díi f : En → En v  ph²p tành ti¸n tv⃗ : En → En.
Chùng minh r¬ng f ◦ tv⃗ ◦ f−1 = t−→

f (v⃗)
.

2.40. Trong E3 cho tªp hñp P gçm ba �÷íng th¯ng a, b, c còng �i
qua mët �iºm v  �æi mët vuæng gâc vîi nhau. Häi câ bao nhi¶u ph²p
�¯ng cü trong E3 bi¸n P th nh P .

2.41. Câ bao nhi¶u ph²p �¯ng cü trong E3 bi¸n h¼nh lªp ph÷ìng
th nh ch½nh nâ.

2.42. Trong E2 vîi möc ti¶u trüc chu©n �¢ chån, cho elip:

x2

a2
+
y2

b2
= 1 (a > b).

T¼m c¡c ph²p �¯ng cü trong E2 bi¸n elip th nh ch½nh nâ.

2.43. Trong E2 cho tam gi¡c ABC, méi c¤nh cõa nâ �÷ñc chia th nh
ba �o¤n b¬ng nhau. Nèi c¡c �iºm chia vîi c¡c �¿nh �èi di»n vîi ba
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c¤nh §y, ta �÷ñc 6 �÷íng th¯ng l m th nh mët löc gi¡c. Chùng minh
r¬ng c¡c �÷íng ch²o cõa löc gi¡c §y �çng quy.

2.44. Trong E2 cho tam gi¡c ABC. Tr¶n c¡c c¤nh BC,CA,AB l§y
l¦n l÷ñt c¡c �iºm A, B′, C ′ sao cho

(A′CB) = (B′AC) = (C ′BA) = −1

3
.

Chùng minh r¬ng méi �o¤n trong ba �o¤n th¯ng AA′, BB′, CC ′ bà
hai �o¤n th¯ng kia chn th nh ba �o¤n th¯ng câ �ë d i t¿ l» vîi
3 : 3 : 1.

2.45. Cho ph²p �çng d¤ng f : En → En vîi t¿ sè k ̸= 1. Chùng
minh r¬ng f câ �iºm b§t �ëng.

2.46. Cho ph²p �çng d¤ng f : En → En vîi t¿ sè k ̸= 1. Chùng
minh r¬ng f = f1 ◦ f2, trong �â f1 l  ph²p và tü, f2 l  ph²p �¯ng cü.

2.47. Cho ph²p �çng d¤ng f : E2 → E2 vîi t¿ sè k ̸= 1 v  det(f) > 0

(ta �ành ngh¾a det(f) l  det(
−→
f )). Chùng minh r¬ng f = f1◦f2, trong

�â f1 l  ph²p và tü, f2 l  ph²p quay.

Si¶u m°t bªc hai trong khæng gian Euclid

2.48. Dòng ph²p �êi tåa �ë trüc chu©n �÷a ph÷ìng tr¼nh �÷íng bªc
hai S trong E2 sau �¥y v· d¤ng ch½nh tc

5x2 + 4xy + 8y2 − 32x− 56y + 8 = 0.

2.49. Dòng ph²p �êi tåa �ë trüc chu©n �÷a ph÷ìng tr¼nh m°t bªc
hai S trong E3 sau �¥y v· d¤ng ch½nh tc

x2 + 4y2 + 6z2 + 4xy + 12z + 5 = 0.

2.50. Tòy theo gi¡ trà α, h¢y x¡c �ành d¤ng cõa �÷íng bªc hai S
trong E2 khi S câ ph÷ìng tr¼nh �èi vîi mët möc ti¶u trüc chu©n l 

x21 − 2αx1x2 + x22 = 1.
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2.51. Trong E2 vîi möc ti¶u trüc chu©n, cho �÷íng bªc hai S câ
ph÷ìng tr¼nh

3x21 − 2x1x2 + x22 + 6x1 − 9 = 0.

Chùng minh S l  elip.

2.52. Chùng minh r¬ng n¸u mët h¼nh b¼nh h nh nëi ti¸p trong mët
elip th¼ t¥m cõa h¼nh b¼nh h nh tròng vîi t¥m elip.

2.53. Chùng minh r¬ng måi elip �·u câ thº nëi ti¸p trong mët tam
gi¡c sao cho trång t¥m cõa tam gi¡c tròng vîi t¥m cõa elip.

2.54. Chùng minh r¬ng ph÷ìng tr¼nh sau �¥y x¡c �ành mët c°p m°t
ph¯ng trong E3

y2 + 2xy + 4xz − 4x− 2y = 0.

2.55. TrongEn cho p �iºmA1, A2, . . . , Ap v  cho hå h» sè λ1, λ2, . . . , λp.
Vîi k l  sè thüc cho tr÷îc, t¼m tªp hñp c¡c �iºm M sao cho:

p∑
i=1

λid
2 (M,Ai) = k.

2.56. Trong En cho si¶u c¦u C.

n∑
i=1

(ai − xi)
2 = r2

v  si¶u ph¯ng α
n∑

i=1

Aixi + A0 = 0.

T¼m �i·u ki»n cõa ai, Ai, r �º:

a) C v  α khæng câ �iºm chung.

b) C v  α ti¸p xóc.
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CH×ÌNG 3

H�NH HÅC X� �NH

Håc xong ch÷ìng n y, sinh vi¶n câ thº:
� Mæ t£ �÷ñc c¡c kh¡i ni»m: khæng gian x¤ £nh; �iºm; vectì
�¤i di»n; m−ph¯ng trong khæng gian x¤ £nh. X¡c �ành �÷ñc
c¡c h» �iºm �ëc lªp; möc ti¶u v  tåa �ë x¤ £nh; t� sè k²p cõa
h» �iºm th¯ng h ng. Mæ t£ v  vªn döng �÷ñc nguy¶n tc �èi
ng¨u.
� Mæ t£ �÷ñc mæ h¼nh x¤ £nh cõa khæng gian afin.
� Mæ t£ �÷ñc kh¡i ni»m ¡nh x¤ x¤ £nh; nhªn bi¸t �÷ñc c¡c
y¸u tè cõa h¼nh håc x¤ £nh.
� Lªp �÷ñc ph÷ìng tr¼nh cõa ph¯ng; x¡c �ành �÷ñc và tr½ t÷ìng
�èi cõa c¡c ph¯ng.
� Lªp �÷ñc ph÷ìng tr¼nh ph²p bi¸n �êi x¤ £nh.
� Gi£i �÷ñc mët sè b i to¡n li¶n quan �¸n ¡nh x¤ x¤ £nh, ¡nh
x¤ phèi c£nh giúa h ng �iºm v  chòm �÷íng th¯ng trong m°t
ph¯ng x¤ £nh.
� Mæ t£ �÷ñc kh¡i ni»m si¶u m°t bªc hai v  c¡c kh¡i ni»m
li¶n quan.
� Gi£i th½ch �÷ñc mët sè �ành lþ cê �iºn v· �÷íng conic trong
m°t ph¯ng.
� Gi£i �÷ñc mët sè b i to¡n li¶n quan �¸n si¶u m°t bªc hai
trong khæng gian n chi·u v  �÷íng conic trong m°t ph¯ng.

Möc ti¶u ch÷ìng
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3.1 Khæng gian x¤ £nh

3.1.1 Khæng gian x¤ £nh: �ành ngh¾a, c¡c mæ
h¼nh cõa khæng gian x¤ £nh

�ành ngh¾a 3.1.1.1. Gi£ sû Vn+1 l  khæng gian vectì n+ 1 chi·u
(n ≥ 0) tr¶n tr÷íng K, [Vn+1] l  kþ hi»u tªp hñp t§t c£ c¡c khæng
gian con mët chi·u cõa Vn+1, ngh¾a l  méi ph¦n tû cõa [Vn+1] l 
mët khæng gian con 1 chi·u cõa Vn+1, X l  mët tªp hñp kh¡c réng
v  mët song ¡nh p : [Vn+1] → X. Khi �â bë ba (X, p,Vn+1) �÷ñc gåi
l  khæng gian x¤ £nh n chi·u tr¶n tr÷íng K, li¶n k¸t vîi K−khæng
gian Vn+1 bði song ¡nh p.

Tòy theoVn+1 l  khæng gian vectì thüc hay phùc, ta �÷ñc khæng
gian x¤ £nh (X, p,Vn+1) thüc hay phùc. Trong gi¡o tr¼nh n y n¸u
khæng nâi g¼ th¶m, khæng gian x¤ £nh �÷ñc x²t l  khæng gian x¤ £nh
thüc.

N¸u khæng sñ bà nh¦m l¨n, câ thº kþ hi»u khæng gian x¤ £nh l 
P, v  �º ch¿ rã nâ câ sè chi·u b¬ng n, ta kþ hi»u l  Pn.

Méi ph¦n tû cõa X �÷ñc gåi l  mët �iºm cõa khæng gian x¤ £nh
Pn. Nh÷ vªy méi �iºm cõa khæng gian x¤ £nh Pn l  £nh cõa mët
khæng gian con V1 qua song ¡nh p. Ta th÷íng �çng nh§t tªp X c¡c
�iºm cõa khæng gian x¤ £nh Pn vîi ch½nh Pn (ng¦m �ành câ khæng
gian vectì li¶n k¸t v  song ¡nh li¶n k¸t vîi nâ).

Gåi u⃗ l  vectì kh¡c 0 cõa Vn+1, ⟨u⃗⟩ l  khæng gian vectì con mët
chi·u sinh bði u⃗, th¼ p(⟨u⃗⟩) = U l  mët �iºm n o �â cõa Pn. Khi �â
ta nâi vectì u⃗ l  �¤i di»n cõa �iºm U .

Nh÷ vªy, hai vectì u⃗ v  v⃗ (kh¡c 0⃗) còng �¤i di»n cho mët �iºm
khi v  ch¿ khi chóng phö thuëc tuy¸n t½nh, tùc l  u⃗ = kv⃗ (k ̸= 0).

X²t khæng gian x¤ £nh (Pn, p,Vn+1) v  Vm+1 ⊂ Vn+1 l  khæng
gian con m+1 chi·u cõa Vn+1. Khi �â [Vm+1] ⊂ [Vn+1]. Ta gåi tªp
£nh p ([Vm+1]) ⊂ Pn l  (c¡i) ph¯ng m chi·u (hay m−ph¯ng) trong
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Pn. D¹ th§y r¬ng m−ph¯ng p ([Vm+1]) công l  khæng gian x¤ £nh
li¶n k¸t vîi khæng gian Vm+1, do �â cán kþ hi»u m−ph¯ng trong Pn

l  Pm.

Ta th§y c¡c 0−ph¯ng l  c¡c �iºm cõa khæng gian. Ta cán gåi
1−ph¯ng l  �÷íng th¯ng, 2−ph¯ng l  m°t ph¯ng, (n − 1)−ph¯ng
trong khæng gian n chi·u l  si¶u ph¯ng.

V½ dö 3.1.1.2 (C¡c mæ h¼nh)

a) Mæ h¼nh vectì

Gi£ sû Vn+1 l  khæng gian vectì n + 1 chi·u (n ≥ 0). Khi �â
tªp hñp P = [Vn+1] trð th nh khæng gian x¤ £nh n chi·u li¶n k¸t
vîi Vn+1 bði ph²p �çng nh§t cõa [Vn+1] l¶n ch½nh nâ. Méi �iºm cõa
khæng gian x¤ £nh n y l  mët khæng gian vectì con mët chi·u cõa
[Vn+1], méi m−ph¯ng l  tªp hñp c¡c khæng gian con mët chi·u cõa
mët khæng gian vectì con m+ 1 chi·u n o �â trong Vn+1.

b) Mæ h¼nh sè thüc

X²t khæng gian vectì Rn+1, tr¶n tªp Rn+1 \ {⃗0} ta x²t quan h»
t÷ìng �÷ìng sau: (x1, x2, . . . , xn+1) ∼ (y1, y2, . . . , yn+1) n¸u tçn t¤i
sè thüc k ̸= 0 sao cho (y1, y2, . . . , yn+1) = k(x1, x2, . . . , xn+1). �°t
X = Rn+1 \ {⃗0}/∼, khi �â X l  mët khæng gian x¤ £nh n chi·u li¶n
k¸t vîi khæng gian vectì Rn+1 bði ph²p �°t t÷ìng ùng méi khæng
gian con mët chi·u cõa Rn+1 sinh bði vectì x⃗ = (x1, x2, . . . , xn+1) ̸= 0⃗

vîi ph¦n tû cõa tªp X l  lîp t÷ìng �÷ìng chùa (x1, x2, . . . , xn+1).

c) Mæ h¼nh bâ

Cho An+1 l  khæng gian afin li¶n k¸t vîi khæng gian vectì Vn+1.
Gåi B l  tªp hñp c¡c �÷íng th¯ng cõa An+1 còng �i qua �iºm O cho
tr÷îc. Tªp hñp B th÷íng �÷ñc gåi l  bâ �÷íng th¯ng câ t¥m l  O.

X²t song ¡nh p : [Vn+1] → B �÷ñc x¡c �ành nh÷ sau: n¸u W l 
khæng gian vectì con mët chi·u cõa Vn+1 th¼ p(W ) l  �÷íng th¯ng
�i qua O câ ph÷ìng l W . B¬ng c¡ch �â bâ �÷íng th¯ng B trð th nh
khæng gian x¤ £nh n chi·u.

Trong khæng gian x¤ £nh B méi �iºm l  mët �÷íng th¯ng cõa
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An+1 �i qua O, méi m−ph¯ng l  tªp hñp c¡c �÷íng th¯ng qua O v 
n¬m trong mët c¡i ph¯ng m+ 1 chi·u �i qua O cõa An+1.

d) Mæ h¼nh afin

Ta nhªn th§y r¬ng n¸u P l  khæng gian x¤ £nh li¶n k¸t vîi khæng
gian vectì V bði song ¡nh p v  n¸u câ tªp hñp P′ còng vîi song ¡nh
p′ : P → P′ th¼ P′ công l  khæng gian x¤ £nh li¶n k¸t vîi khæng gian
vectì V bði song ¡nh p′ ◦ p.

B¥y gií cho An+1 l  khæng gian afin li¶n k¸t vîi khæng gian vectì
Vn+1. GåiAn l  si¶u ph¯ng cõaAn+1, câ ph÷ìng l  khæng gian vectì
con Vn cõa Vn+1. X²t tªp hñp P = An ∪ [Vn], m  méi ph¦n tû cõa
nâ �÷ñc gåi l  mët �iºm. Nh÷ vªy méi �iºm cõa P l  mët �iºm cõa
An ho°c mët khæng gian vectì con mët chi·u cõa Vn.

H¼nh 3.1

Chån mët �iºm O cõa khæng gian afin An+1 khæng n¬m tr¶n An

(H¼nh 3.1), gåi B l  bâ �÷íng th¯ng trong An+1 câ t¥m l  O. Ta
bi¸t r¬ng B l  khæng gian x¤ £nh n chi·u. B¥y gií ta x¥y düng song
¡nh p′ : B → P nh÷ sau:

- N¸u �÷íng th¯ng d cõa bâ B ct An t¤i �iºm D th¼ �°t p′(d) =
D.

- N¸u d ∥ An th¼ �°t p′(d) =
−→
d (ph÷ìng cõa �÷íng th¯ng d).
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B¬ng c¡ch �â P = An ∪ [Vn] trð th nh khæng gian x¤ £nh n

chi·u li¶n k¸t vîi Vn+1. C¡c �iºm thuëc [Vn] �÷ñc gåi l  c¡c �iºm
væ tªn cõa P. Trong khæng gian �â, méi m−ph¯ng x¤ £nh Pm s³ l :

- Ho°c Pm = Am ∪
[−→
Am

]
, trong �â Am l  m−ph¯ng n o �â

cõa An. Nh÷ vªy, m−ph¯ng x¤ £nh bao gçm m−ph¯ng afin bê sung
th¶m c¡c �iºm thuëc

[−→
Am

]
(c¡c �iºm væ tªn). �°c bi»t, �÷íng th¯ng

x¤ £nh P1 bao gçm �÷íng th¯ng afin A1 bê sung th¶m mët �iºm væ
tªn (khæng gian con 1 chi·u, l  ph÷ìng cõa A1).

- Ho°c Pm = [Vm+1], vîi Vm+1 l  khæng gian vectì con m + 1

chi·u cõa Vn.

3.1.2 Möc ti¶u v  tåa �ë x¤ £nh

a) H» �iºm �ëc lªp

H» r �iºm {M1,M2, . . . ,Mr}, vîi r ≥ 1, cõa khæng gian x¤ £nh
Pn �÷ñc gåi l  h» �iºm �ëc lªp n¸u h» r vectì �¤i di»n x⃗1, x⃗2, . . . , x⃗r
l  h» vectì �ëc lªp tuy¸n t½nh trong Vn+1. H» �iºm khæng �ëc lªp
�÷ñc gåi l  h» �iºm phö thuëc.

Nhªn x²t 3.1.2.1. i) H» ch¿ câ mët �iºm l  �ëc lªp.

ii) H» gçm hai �iºm l  �ëc lªp n¸u hai �iºm �â ph¥n bi»t.

b) Möc ti¶u x¤ £nh

Nhªn x²t 3.1.2.2. Cho cì sð {e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n+1} trong khæng gian
Vn+1. Gåi S1, S2, . . . , Sn+1 ∈ Pn l  c¡c �iºm t÷ìng ùng nhªn e⃗1, e⃗2,
. . ., e⃗n+1 l  c¡c vectì �¤i di»n v  �iºm E nhªn vectì e⃗ = e⃗1 + e⃗2 +

. . .+ e⃗n+1 l  vectì �¤i di»n. Ta câ h» câ thù tü {S1, S2, . . . , Sn+1;E}
gçm n+ 2 �iºm v  h» b§t k¼ n+ 1 �iºm trong n+ 2 �iºm �â l  �ëc
lªp. H» n + 2 �iºm vîi t½nh ch§t n y d¨n chóng ta �¸n �ành ngh¾a
sau.

�ành ngh¾a 3.1.2.3. Trong khæng gian x¤ £nh Pn li¶n k¸t vîi
khæng gian vectì Vn+1. Mët tªp hñp câ thù tü gçm n + 2 �iºm
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{S1, S2, . . . , Sn+1;E} cõa Pn �÷ñc gåi l  möc ti¶u x¤ £nh n¸u h» b§t
k¼ n+ 1 �iºm trong n+ 2 �iºm �â l  �ëc lªp.

C¡c �iºm Si �÷ñc gåi l  c¡c �¿nh cõa möc ti¶u x¤ £nh, �iºm E

�÷ñc gåi l  �iºm �ìn và.

C¡c m−ph¯ng (m < n) �i qua m + 1 �¿nh �÷ñc gåi l  c¡c
m−ph¯ng tåa �ë, �°c bi»t c¡c �÷íng th¯ng SiSj (vîi i ̸= j) �÷ñc
gåi l  c¡c tröc tåa �ë.

Theo nhªn x²t tr¶n, mët cì sð x¡c �ành mët möc ti¶u x¤ £nh,
ng÷ñc l¤i, ta câ:

�ành lþ 3.1.2.4. Vîi méi möc ti¶u x¤ £nh {S1, S2, . . . , Sn+1;E}
luæn t¼m �÷ñc cì sð {e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n+1} cõa Vn+1 sao cho vectì e⃗l l 
�¤i di»n cõa �¿nh Si(i = 1, 2, . . . , n+1) v  vectì e⃗ = e⃗1+e⃗2+. . .+e⃗n+1

l  �¤i di»n cõa �iºm E. N¸u
{
e⃗′1, e⃗′2, . . . , e⃗′n+1

}
l  cì sð kh¡c cõa

Vn+1 công thäa m¢n �i·u ki»n n y th¼ tçn t¤i sè thüc k ̸= 0, sao
cho e⃗i = ke⃗′i, i = 1, 2, . . . , n+ 1.

Chùng minh. L§y c¡c vectì e⃗′i �¤i di»n cho c¡c �¿nh Si, v  vectì e⃗ �¤i
di»n cho �iºm E. V¼ n+1 �¿nh Si �ëc lªp n¶n n+1 vectì e⃗′i �ëc lªp
tuy¸n t½nh trong V n+1. V¼ th¸ ta câ e⃗ = k1e⃗′1+k2e⃗′2+. . .+kn+1e⃗′n+1.
Ta câ c¡c sè ki �·u kh¡c 0, bði v¼ n¸u tçn t¤i ki = 0, k1 = 0 ch¯ng
h¤n, th¼ n+1 vectì e⃗′2, . . . , e⃗′n+1, e⃗ phö thuëc tuy¸n t½nh, do �â n+1

�iºm S2, . . . , Sn+1, E khæng �ëc lªp, tr¡i vîi gi£ thi¸t. �°t e⃗i = kie⃗′i

i = 1, 2, . . . , n+ 1, th¼ {e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n+1} l  cì sð c¦n t¼m. Ti¸p theo,
gi£ sû hai cì sð {e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n+1} v 

{
e⃗′1, e⃗′2, . . . , e⃗′n+1

}
còng thäa

m¢n �i·u ki»n trong �ành lþ. Khi �â e⃗i = kie⃗′i(i = 1, 2, . . . , n+1) v 
e⃗ = ke⃗′, hay e⃗1 + e⃗2 + . . .+ e⃗n+1 = k

(
e⃗′1 + e⃗′2 + . . .+ e⃗′n+1

)
. Do �â

k1 = k2 = . . . = kn+1 = k.

Cì sð nâi trong �ành lþ tr¶n �÷ñc gåi l  cì sð �¤i di»n cho möc
ti¶u �ang x²t. Möc ti¶u x¤ £nh câ nhi·u cì sð �¤i di»n v  chóng ch¿
sai kh¡c nhau mët h¬ng sè k.

c) Tåa �ë x¤ £nh
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Trong khæng gian x¤ £nh Pn li¶n k¸t vîi khæng gian vectì Vn+1

cho möc ti¶u x¤ £nh {S1, S2, . . . , Sn+1;E} câ cì sð �¤i di»n {e⃗1,
e⃗2, . . ., e⃗n+1}. Gi£ sû X l  mët �iºm cõa Pn, ta l§y x⃗ l  vectì
�¤i di»n cõa X. Khi �â tåa �ë (x1, x2, . . . , xn+1) cõa vectì x⃗ �èi
vîi cì sð {e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n+1} �÷ñc gåi l  tåa �ë cõa �iºm X �èi vîi
möc ti¶u {S1, S2, . . . , Sn+1;E}, v  vi¸t X = (x1, x2, . . . , xn+1) hay
X (x1, x2, . . . , xn+1).

Nhªn x²t 3.1.2.5. + N¸u (x1, x2, . . . , xn+1) l  tåa �ë cõa mët �iºm
X trong khæng gian x¤ £nh Pn th¼ tçn t¤i ½t nh§t mët xi ̸= 0 (v¼
vectì �¤i di»n cho mët �iºm luæn kh¡c 0⃗).

+ Hai bë sè (x1, x2, . . . , xn+1) v 
(
x′1, x

′
2, . . . , x

′
n+1

)
còng l  tåa

�ë cõa mët �iºm khi v  ch¿ khi câ k ∈ R\{0} �º xi = kx′i. �º di¹n
t£ t½nh ch§t �â ng÷íi ta cán vi¸t tåa �ë cõa �iºm X d÷îi d¤ng:
X = (x1 : x2 : . . . : xn+1).

+ �èi vîi möc ti¶u {Si;E}, tåa �ë cõa c¡c �¿nh Si v  tåa �ë cõa
�iºm �ìn và E l :

S1 = (1, 0, 0, . . . , 0)
S2 = (0, 1, 0, . . . , 0)

...
Sn+1 = (0, 0, 0, . . . , 1)
E = (1, 1, 1, . . . , 1)

.

d) �êi möc ti¶u x¤ £nh

Trong Pn cho hai möc ti¶u x¤ £nh {Si;E} v  {S ′
i;E

′}. Gåi tåa
�ë cõa �iºm X �èi vîi hai möc ti¶u �â l¦n l÷ñt l  (x1, x2, . . . , xn+1)

v 
(
x′1, x

′
2, . . . , x

′
n+1

)
. Ta t¼m mèi li¶n h» giúa c¡c (xi) v  (x′i).

Gåi {e⃗i} v 
{
e⃗′i

}
l¦n l÷ñt l  hai cì sð �¤i di»n cho hai möc ti¶u

�â th¼ (x1, x2, . . . , xn+1) v 
(
x′1, x

′
2, . . . , x

′
n+1

)
ch½nh l  tåa �ë cõa c¡c

vectì �¤i di»n x⃗ v  x⃗′ cõa X �èi vîi cì sð {e⃗i} v 
{
e⃗′i

}
, do �â

x⃗′ = kx⃗. Theo cæng thùc �êi tåa �ë cõa vectì x⃗′ tø cì sð {e⃗i} sang
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cì sð
{
e⃗′i

}
, ta câ

kxi =
n+1∑
j=1

aijx
′
j, i = 1, 2, . . . , n+ 1; k ̸= 0. (3.1)

trong �â (a1i, a2i, . . . , an+1i) l  tåa �ë cõa e⃗′i �èi vîi cì sð {e⃗i}.

H» (3.1) �÷ñc gåi l  cæng thùc �êi möc ti¶u x¤ £nh. Ma trªn
A = [aij] l  ma trªn chuyºn tø cì sð {e⃗i} sang cì sð

{
e⃗′i

}
, nâ

công �÷ñc gåi l  ma trªn chuyºn tø möc ti¶u {Si;E} sang möc ti¶u
{S ′

i;E
′}. Ma trªn chuyºn möc ti¶u �÷ñc x¡c �ành sai kh¡c mët h¬ng

sè nh¥n kh¡c 0, ngh¾a l  n¸u A l  ma trªn chuyºn ùng vîi hai möc
ti¶u n o �â th¼ kA (k ̸= 0) công l  ma trªn chuyºn ùng vîi hai möc
ti¶u �â.

Kþ hi»u

[x] =


x1
x2
...

xn+1

 , [x′] =


x′1
x′

...
x′n+1


l  ma trªn cët tåa �ë cõa �iºm X �èi vîi hai möc ti¶u, cæng thùc
(3.1) câ thº vi¸t d÷îi d¤ng ma trªn: k[x] = A [x′].

e) C¡ch t¼m ma trªn chuyºn

�º x¡c �ành cæng thùc �êi tåa �ë, ta ch¿ c¦n t¼m ma trªn chuyºn
giúa hai möc ti¶u.

Ma trªn chuyºn tø möc ti¶u {Si;E} sang möc ti¶u {S ′
i;E

′} �÷ñc
x¡c �ành n¸u bi¸t tåa �ë cõa c¡c �iºm S ′

i v  E ′ �èi vîi möc ti¶u
{Si;E}. Thªt vªy, gi£ sû (bi1, bi2, . . . , bin+1) l  tåa �ë cõa �iºm S ′

i

�èi vîi möc ti¶u {Si;E} v  (c1, c2, . . . , cn+1) l  tåa �ë cõa �iºm E ′.
Gåi {e⃗i} l  cì sð �¤i di»n cõa möc ti¶u {Si, E}, {e⃗′i} l  cì sð �¤i
di»n cõa möc ti¶u {S ′

i, E
′}. Vectì e⃗′i �¤i di»n cho S ′

i câ tåa �ë �èi
vîi cì sð {e⃗i} l :

e⃗′i = (kib1i, kib2i, . . . , kibn+1i) , ki ̸= 0
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v  vectì

e⃗′ =
n+1∑
i=1

e⃗′i

�¤i di»n cho �iºm E ′, do �â:

n+1∑
i=1

kibji = cj, j = 1, 2, . . . , n+ 1.

H» ph÷ìng tr¼nh tr¶n �èi vîi c¡c ©n ki câ nghi»m v¼ �ành thùc cõa
ma trªn (bij) kh¡c 0 (do c¡c vectì e⃗′ �ëc lªp tuy¸n t½nh). Gi£i h»
ph÷ìng tr¼nh tr¶n t¼m �÷ñc nghi»m ki. �°t aij = kibij th¼ A = (aij)

l  ma trªn c¦n t¼m.

V½ dö 3.1.2.6. Trong khæng gian x¤ £nh P2, h¢y lªp cæng thùc
�êi tåa �ë tø möc ti¶u {S1, S2, S3;E} sang möc ti¶u {S ′

1, S
′
2, S

′
3;E

′},
bi¸t r¬ng �èi vîi möc ti¶u thù nh§t S ′

1 = (0, 1, 1), S ′
2 = (2, 0, 1), S ′

3 =

(1, 1, 0), E ′ = (1, 1, 1).

Gi£i. Tåa �ë cõa c¡c vectì thuëc cì sð �¤i di»n cho möc ti¶u thù
hai l 

e⃗′1 = k1(0, 1, 1), e⃗′2 = k2(2, 0, 1), e⃗3 = k3(1, 1, 0),

trong �â k1, k2, k3 l  nghi»m cõa h» ph÷ìng tr¼nh

k1(0, 1, 1) + k2(2, 0, 1) + k3(1, 1, 0) = (1, 1, 1).

Gi£i h» n y ta �÷ñc k1 =
1

3
, k2 =

1

3
, k3 =

2

3
.

Do �â ma trªn chuyºn tø möc ti¶u thù nh§t sang möc ti¶u thù
hai l   0 2/3 2/3

1/3 0 2/3
1/3 1/3 0

 ,
hay  0 2 2

1 0 2
1 1 0

 .
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Do �â cæng thùc �êi tåa �ë l 

k[x] =

 0 2 2
1 0 2
1 1 0

 [x′]

hay 
kx1 = 2x′2 + 2x′3
kx2 = x′1 + 2x′3
kx3 = x′1 + x′2

, k ∈ R.

3.1.3 C¡c ph¯ng trong khæng gian x¤ £nh, ph÷ìng

tr¼nh cõa ph¯ng

a) Ph¯ng trong khæng gian x¤ £nh

Cho khæng gian x¤ £nh (Pn, p,Vn+1) v  W l  khæng gian vectì
con m+1 chi·u cõa Vn+1 (m ≥ 0). Ta nhc l¤i r¬ng, tªp hñp p([W])

l  c¡i ph¯ng m chi·u (ho°c m−ph¯ng) cõa Pn v  m−ph¯ng p([W])

l  khæng gian x¤ £nh m chi·u li¶n k¸t vîi khæng gian vectì W bði
song ¡nh p|[W] : [W] → p([W]).

Hai c¡i ph¯ng trong khæng gian �÷ñc gåi l  ct nhau n¸u chóng
câ �iºm chung, khi �â giao cõa chóng công l  mët c¡i ph¯ng. Hai
c¡i ph¯ng khæng ct nhau cán �÷ñc gåi l  ch²o nhau.

�ành lþ 3.1.3.1. H» r �iºm (r ≥ 2) l  �ëc lªp khi v  ch¿ khi chóng
khæng còng thuëc mët (r − 2)−ph¯ng.

Chùng minh. Gi£ sû M1,M2, . . . ,Mr l  r �iºm cõa khæng gian x¤
£nh Pn, câ �¤i di»n l  r vectì m⃗1, m⃗2, . . . , m⃗r cõa Vn+1(r ≥ 2). H»
�iºmM1,M2, . . . ,Mr l  �ëc lªp khi v  ch¿ khi h» vectì m⃗1, m⃗2, . . . , m⃗r

l  �ëc lªp tuy¸n t½nh, hay khi v  ch¿ khi c¡c vectì m⃗1, m⃗2, . . . , m⃗r

khæng còng thuëc mët khæng gian vectì con r − 1 chi·u cõa Vn+1.
Tùc l  khi v  ch¿ khi h» �iºmM1,M2, . . . ,Mr khæng còng thuëc mët
(r − 2)−ph¯ng.

�ành lþ 3.1.3.2. Câ duy nh§t mët (r− 1)−ph¯ng �i qua h» r �iºm
�ëc lªp cho tr÷îc.
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Chùng minh. Gi£ sû M1,M2, . . . ,Mr l  r �iºm �ëc lªp cõa khæng
gian x¤ £nh Pn. C¡c vectì m⃗1, m⃗2, . . . , m⃗r �¤i di»n cho chóng l m
th nh h» vectì �ëc lªp tuy¸n t½nh n¶n câ duy nh§t mët khæng
gian vectì con r chi·u W chùa chóng. Khi �â p([W]) ch½nh l 
(r − 1)−ph¯ng duy nh§t �i qua r �iºm M1,M2, . . . ,Mr.

�ành lþ 3.1.3.3 (�ành lþ Desargues). Trong khæng gian x¤ £nh cho
6 �iºm A,B,C,A′, B′, C ′ trong �â khæng câ 3 �iºm n o th¯ng h ng.
Khi �â hai m»nh �· sau l  t÷ìng �÷ìng:

i) Ba �÷íng th¯ng AA′, BB′, CC ′ �çng quy (câ �iºm chung);

ii) Giao cõa c¡c �÷íng th¯ng AB v  A′B′, BC v  B′C ′, CA v 
C ′A′ l  ba �iºm th¯ng h ng.

H¼nh 3.2

Chùng minh. i) ⇒ ii): Gi£ sû AA′, BB′, CC ′ �çng quy t¤i S (H¼nh
3.2). Gåi a⃗, b⃗, c⃗, a⃗′, b⃗′, c⃗′, s⃗ l¦n l÷ñt l  c¡c vectì �¤i di»n cõa c¡c
�iºm A,B,C,A′, B′, C ′, S. V¼ A,A′, S ph¥n bi»t v  th¯ng h ng n¶n
3 vectì a⃗, b⃗, s⃗ còng thuëc mët khæng gian vectì con hai chi·u. Do
�â, n¸u �¢ chån tr÷îc vectì s⃗ th¼ câ thº chån a⃗, a⃗′ sao cho s⃗ = a⃗+ a⃗′.

T÷ìng tü �èi vîi b⃗, b⃗′ v  c⃗, c⃗′. Tâm l¤i, ta câ thº chån sao cho:

s⃗ = a⃗+ a⃗′ = b⃗+ b⃗′ = c⃗+ c⃗′.

�°t p⃗ = a⃗− b⃗ th¼ p⃗ = a⃗− b⃗ = b⃗′ − a⃗′ n¶n vectì p⃗ �¤i di»n cho �iºm
P l  giao cõa hai �÷íng th¯ng AB v  A′B′.
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T÷ìng tü, vectì q⃗ = b⃗− c⃗ = c⃗′ − b⃗′ �¤i di»n cho giao �iºm Q cõa
BC v  B′C ′, vectì r⃗ = c⃗− a⃗ = a⃗′ − c⃗′ �¤i di»n cho giao �iºm R cõa
CA v  C ′A′. Nh÷ng p⃗ + q⃗ + r⃗ = 0⃗ n¶n ba �iºm P,Q,R phö thuëc,
hay l  chóng th¯ng h ng.

ii) ⇒ i): Gi£ sû AB ∩A′B′ = P,BC ∩B′C ′ = Q,CA∩C ′A′ = R

v  P,Q,R th¯ng h ng. X²t 6 �iºm A,A′, R,B,B′, Q ta th§y trong
�â khæng câ ba �iºm n o th¯ng h ng. Ngo i ra, ba �÷íng th¯ng
AB,A′B′, RQ �çng quy t¤i P . Theo chùng minh ph¦n tr¶n ta suy
ra giao �iºm S cõa AA′ v  BB′, giao �iºm C cõa AR v  BQ, giao
�iºm C ′ cõa A′R v  B′Q th¯ng h ng. Nâi c¡ch kh¡c, ba �÷íng th¯ng
AA′, BB′, CC ′ �çng quy.

b) Ph÷ìng tr¼nh cõa ph¯ng

b1) Ph÷ìng tr¼nh tham sè

Trong khæng gian x¤ £nh Pn li¶n k¸t vîi khæng gian vectì Vn+1

cho möc ti¶u x¤ £nh {S1, S2, . . . , Sn+1;E} câ cì sð �¤i di»n l  {e⃗1, e⃗2,
. . ., e⃗n+1}. GåiU l m−ph¯ng li¶n k¸t vîi khæng gian vectì conm+1

chi·u
−→
U. Ta t¼m �i·u ki»n c¦n v  �õ �º �iºm X = (x1, x2, . . . , xn+1)

thuëc U.

Tr¶n U l§y m + 1 �iºm �ëc lªp A1, A2, . . . , Am+1. N¸u Ai =

(ai1, ai2, . . . , ain+1), th¼ vectì �¤i di»n cho nâ l  a⃗i = (ai1, ai2, . . .,
ain+1). Khi �â, ma trªn (aij) , i = 1, 2, . . . ,m+ 1; j = 1, 2, . . . , n + 1

câ h¤ng b¬ng m+ 1.

�iºm X = (x1, x2, . . . , xn+1) thuëc U khi v  ch¿ khi vectì �¤i
di»n cho nâ l  x⃗ = (x1, x2, . . . , xn+1) thuëc

−→
U, hay l  x⃗ = t1a⃗1 +

t2a⃗2 + . . .+ tm+1a⃗m+1. Suy ra

xi =
m+1∑
j=1

ajitj, i = 1, 2, . . . , n+ 1. (3.2)

H» ph÷ìng tr¼nh (3.2) �÷ñc gåi l  ph÷ìng tr¼nh tham sè cõam−ph¯ng
U, vîi m + 1 tham sè t1, t2, . . . , tm+1 khæng �çng thíi b¬ng 0. Kþ
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hi»u

[x] =


x1
x2
...

xn+1

 .
Khi �â ph÷ìng tr¼nh (3.2) câ thº vi¸t d÷îi d¤ng ma trªn nh÷ sau:

[x] = t1 [A1] + t2 [A2] + . . .+ tm+1 [Am+1] , (3.3)

trong �â c¡c sè ti khæng �çng thíi b¬ng 0 v  [Ai] l  ma trªn cët tåa
�ë cõa �iºm Ai.

�°c bi»t, ph÷ìng tr¼nh tham sè cõa �÷íng th¯ng �i qua hai �iºm
A v  B câ d¤ng:

[x] = t1[A] + t2[B]

trong �â t1 v  t2 khæng �çng thíi b¬ng 0.

b2) Ph÷ìng tr¼nh têng qu¡t

Gi£ sû m−ph¯ng U câ ph÷ìng tr¼nh tham sè (3.2). H» ph÷ìng
tr¼nh (3.2) gçm n + 1 ph÷ìng tr¼nh vîi m + 1 tham sè. V¼ ma trªn
[aij] , i = 1, 2, . . .m+1; j = 1, 2, . . . , n+1 câ h¤ng b¬ng m+1 n¶n câ
thº khû m + 1 tham sè �â tø h» ph÷ìng tr¼nh tr¶n. Cö thº l  chån
m+ 1 ph÷ìng tr¼nh �ëc lªp trong (3.2) rçi gi£i h» gçm c¡c ph÷ìng
tr¼nh vøa chån �º t¼m c¡c tham sè ti theo c¡c xj câ trong h» n y.
Thay c¡c gi¡ trà �â cõa tham sè v o n−m ph÷ìng tr¼nh cán l¤i cõa
h» (3.2) ta �÷ñc h» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh thu¦n nh§t:

n+1∑
j=1

bijxj = 0, i = 1, 2, . . . , n−m, (3.4)

trong �â ma trªn (bij) , i = 1, 2, . . . , n − m, j = 1, 2, . . . , n + 1 câ
h¤ng b¬ng n−m. H» (3.4) �÷ñc gåi l  ph÷ìng tr¼nh têng qu¡t cõa
m−ph¯ng U.

Ng÷ñc l¤i, ta câ thº chùng minh r¬ng méi h» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n
t½nh thu¦n nh§t cõa c¡c bi¸n x1, x2, . . . , xn+1 vîi ma trªn c¡c h» sè
câ h¤ng b¬ng n−m �·u x¡c �ành mët m−ph¯ng (vi»c chùng minh
xem nh÷ b i tªp).
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V½ dö 3.1.3.4. Trong khæng gian P3 vîi möc ti¶u cho tr÷îc, cho
c¡c �iºm M(1, 0, 2, 2), N(0,−1, 3, 2), P (2, 3, 1, 4). Lªp ph÷ìng tr¼nh
tham sè v  ph÷ìng tr¼nh têng qu¡t cõa ph¯ng nhä nh§t chùa c¡c
�iºm M,N,P.

Gi£i. C¡c vectì �¤i di»n cho 3 �iºm M,N,P l  h» �ëc lªp tuy¸n
t½nh n¶n M,N,P l  h» �iºm �ëc lªp. V¼ vªy 2−ph¯ng chùa M,N,P

l  ph¯ng nhä nh§t chùa chóng. Ph÷ìng tr¼nh tham sè cõa ph¯ng n y
l 

[x] = t1[M ] + t2[N ] + t3[P ],

hay 
x1 = t1 + 2t3
x2 = −t2 + 3t3
x3 = 2t1 + 3t2 + t3
x4 = 2t1 + 2t2 + 4t3

.

Gi£i t1, t2, t3 tø 3 ph÷ìng tr¼nh �¦u ta câ

t1 =
−10x1 + 6x2 + 2x3

−6

t2 =
6x1 − 3x2 − 3x3

−6

t3 =
2x1 − 3x2 − x3

−6

.

Thay v o ph÷ìng tr¼nh cuèi còng cõa h» tr¶n, sau khi bi¸n �êi, ta
câ ph÷ìng tr¼nh têng qu¡t cõa ph¯ng l 

x2 + x3 − x4 = 0.

Nhªn x²t. Câ thº gi£ sû ph÷ìng tr¼nh cõa 2−ph¯ng (si¶u ph¯ng)
qua M,N,P l 

a1x1 + a2x2 + a3x3 + a4x4 = 0.

Thay tåa �ë M,N,P v o ph÷ìng tr¼nh, tø �â t¼m �÷ñc c¡c h» sè
a1, a2, a3, a4.

b3) Tåa �ë cõa si¶u ph¯ng
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Trong Pn vîi möc ti¶u �¢ chån, ph÷ìng tr¼nh têng qu¡t cõa mët
si¶u ph¯ng U câ d¤ng:

u1x1 + u2x2 + . . .+ un+1xn+1 = 0,

trong �â c¡c ui khæng �çng thíi b¬ng 0. Bë sè (u1, u2, . . . , un+1)

�÷ñc gåi l  tåa �ë cõa si¶u ph¯ng U �èi vîi möc ti¶u �¢ chån. Kþ
hi»u U = (u1, u2, . . . , un+1) hay U (u1, u2, . . . , un+1).

Kþ hi»u ma trªn cët tåa �ë cõa si¶u ph¯ng u l  [u], khi �â ph÷ìng
tr¼nh cõa U câ thº vi¸t d÷îi d¤ng ma trªn:

[u]T [x] = 0.

Nhªn x²t 3.1.3.5. N¸u (u1, u2, . . . , un+1) l  tåa �ë cõa si¶u ph¯ng
U th¼

(ku1, ku2, . . . , kun+1) , k ̸= 0

công l  tåa �ë cõa si¶u ph¯ng U. Bði vªy, tåa �ë cõa si¶u ph¯ng U

cán �÷ñc kþ hi»u l : U = (u1 : u2 : . . . : un+1).

V½ dö 3.1.3.6. Si¶u ph¯ng tåa �ë �i qua måi �¿nh cõa möc ti¶u
x¤ £nh trø �¿nh Si câ ph÷ìng tr¼nh xi = 0, tåa �ë cõa nâ l 
(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) (sè 1 n¬m ð và tr½ i, cán l¤i l  sè 0).

b4) H» si¶u ph¯ng �ëc lªp

H» gçm r si¶u ph¯ng U1,U2, . . . ,Ur câ tåa �ë Ui = (ui1, ui2,
. . ., uin+1) �÷ñc gåi l  �ëc lªp n¸u h¤ng cõa ma trªn [uij] , i =

1, 2 . . . , r; j = 1, 2, . . . , n+ 1, b¬ng r.

N¸u r si¶u ph¯ng �ëc lªp th¼ c¡c ph÷ìng tr¼nh têng qu¡t cõa
chóng l m th nh mët h» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh thu¦n nh§t câ
h¤ng b¬ng r. Tø �â suy ra giao cõa r si¶u ph¯ng �ëc lªp l  mët
(n−r)−ph¯ng. Ng÷ñc l¤i, méi m−ph¯ng �·u câ thº xem l  giao cõa
(n−m) si¶u ph¯ng �ëc lªp.

c) C¡c qui tc cì b£n trong P2

C¡c qui tc sau �¥y cho chóng ta x¡c �ành nhanh tåa �ë �iºm l 
giao cõa 2 �÷íng th¯ng, tåa �ë �÷íng th¯ng �i qua 2 �iºm v  �i·u
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ki»n �º 3 �iºm th¯ng h ng, 3 �÷íng th¯ng �çng qui khi bi¸t tåa �ë
cõa chóng (vi»c chùng minh xem nh÷ b i tªp).

Qui tc 1. Trong P2 cho hai �iºm A (a1, a2, a3) , B (b1, b2, b3) ph¥n
bi»t. Khi �â tåa �ë cõa �÷íng th¯ng AB l :(∣∣∣∣ a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ a3 a1
b3 b1

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣) .
Qui tc 2. Trong P2 cho hai �÷íng th¯ng a v  b kh¡c nhau câ tåa
�ë l  (a1, a2, a3) v  (b1, b2, b3). Khi �â tåa �ë giao �iºm cõa a v  b

l :
(∣∣∣∣ a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ a3 a1
b3 b1

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣) .
Qui tc 3. Trong P2 cho ba �iºm

A (a1, a2, a3), B (b1, b2, b3), C (c1, c2, c3).

�i·u ki»n c¦n v  �õ �º ba �iºm th¯ng h ng l :∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Qui tc 4. Trong P2 câ ba �÷íng th¯ng a, b, c l¦n l÷ñt câ tåa �ë
(a1, a2, a3) , (b1, b2, b3) (c1, c2, c3). �i·u ki»n c¦n v  �õ �º ba �÷íng
th¯ng a, b, c �çng quy l :∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = 0.

�p döng qui tc tr¶n ta x²t c¡c v½ dö sau.

V½ dö 3.1.3.7. 1) Trong P2 tr¶n hai �÷íng th¯ng ph¥n bi»t a, a′,
cho 6 �iºm ph¥n bi»t A,B,C ∈ a v  A′, B′, C ′ ∈ a′. Gåi α = AB′ ×
BA′, β = AC ′×CA′, γ = BC ′×CB′. Chùng minh r¬ng α, β, γ th¯ng
h ng (�ành lþ Pappus).

Gi£i. Chån möc ti¶u {A1, A2, A3;E}, trong �âA1 ≡ A,A2 ≡ B,A3 ≡
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A′, E ≡ B′. Th¸ th¼ C(1,m, 0), C ′(1, 1, n).

AB′(0, 1,−1)
BA′(1, 0, 0)

}
⇒ α(0,−1,−1)

A(1, 0, 0)
C ′(1, 1, n)

}
⇒ AC ′(0,−n, 1)

A′(0, 0, 1)
C(1,m, 0)

}
⇒ A′C(−m, 1, 0)

AC ′(0,−n, 1)
A′C(−m, 1, 0)

}
⇒ β(−1,−m,−mm)

B(0, 1, 0)
C ′(1, 1, n)

}
⇒ BC ′(n, 0,−1)

B′(1, 1, 1)
C(1,m, 0)

}
⇒ B′C(−m, 1,m− 1)

BC ′(n, 0,−1)
B′C(−m, 1,m− 1)

}
⇒ γ(1,m−mn+ n, n).

Ta câ ∣∣∣∣∣∣
0 −1 −1
−1 −m −mn
1 m−mn+ n n

∣∣∣∣∣∣ = 0.

H¼nh 3.3

Theo qui tc 3 tr¶n �¥y suy ra α, β, γ th¯ng h ng. □

2) Trong P2 cho möc ti¶u {A1, A2, A3;E} . K½ hi»u E1 = A2A3 ×
EA1, E2 = A1A3 × EA2, E3 = A1A2 × EA3. Gåi α = A2A3 ×
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E2E3, β = A1A3 × E1E3, γ = A1A2 × E1E2 Chùng tä r¬ng 3 �iºm
α, β, γ th¯ng h ng (H¼nh 3.3).

Gi£i. �p dung �ành lþ Desargues �èi vîi 2 tam gi¡c A1A2A3 v 
E1E2E3 cho ngay k¸t qu£. Ð �¥y ta gi£i b¬ng c¡ch ¡p döng c¡c qui
tc tr¶n.

Ta câ

A2A3(1, 0, 0)
EA1(0, 1, 1)

}
⇒ E1(0,−1, 1)

A1A3(0, 1, 0)
EA2(1, 0, 1)

}
⇒ E2(1, 0,−1)

A1A2(0, 0, 1)
EA3(1, 0, 1)

}
⇒ E3(−1, 1, 0)

A1A2(0, 0, 1)
E1E2(1, 1, 1)

}
⇒ γ(−1, 1, 0)

A2A3(1, 1, 0)
E2E3(1, 1, 1)

}
⇒ α(0,−1, 1)

A1A3(0, 1, 0)
E1E3(−1,−1,−1)

}
⇒ β(−1, 0, 1).

Do

∣∣∣∣∣∣
−1 1 0
0 −1 1
−1 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 0, theo qui tc 3 tr¶n �¥y ta câ α, β, γ th¯ng

h ng. □

3.1.4 T� sè k²p

a) T¿ sè k²p cõa bèn �iºm th¯ng h ng

�ành ngh¾a 3.1.4.1. Trong khæng gian x¤ £nhPn li¶n k¸t vîi khæng
gian vectì Vn+1 cho bèn �iºm th¯ng h ng A,B,C,D trong �â ba
�iºm A,B,C �æi mët khæng tròng nhau. Gåi a⃗, b⃗, c⃗, d⃗ l¦n l÷ñt l  c¡c
vectì �¤i di»n cho c¡c �iºm A,B,C,D th¼ c¡c vectì �â thuëc mët
khæng gian vectì hai chi·u, trong �â a⃗, b⃗ �ëc lªp tuy¸n t½nh. Ta câ
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c¡c sè k1, l1 v  k2, l2 sao cho:

c⃗ = k1a⃗+ l1⃗b,

d⃗ = k2a⃗+ l2⃗b.

(v¼ C khæng tròng vîi A v  B n¶n k1 ̸= 0, l1 ̸= 0). Khi �â:

+ N¸u t¿ sè
k2
l2

:
k1
l1

câ ngh¾a (tùc l  l2 ̸= 0 ), th¼ nâ �÷ñc gåi l  t¿

sè k²p cõa bèn �iºm th¯ng h ng A,B,C,D v  kþ hi»u l  (ABCD).

+ N¸u l2 = 0 th¼ ph¥n sè
k2
t2

khæng câ ngh¾a. Khi �â ta xem t¿

sè k²p cõa bèn �iºm A,B,C,D b¬ng væ còng (∞). Nh÷ vªy:

(ABCD) =


k2
l2

:
k1
l1

n¸u l2 ̸= 0

∞ n¸u l2 = 0
.

Nhªn x²t 3.1.4.2. �ành ngh¾a t¿ sè k²p tr¶n �¥y khæng phö thuëc
v o vi»c chån c¡c vectì �¤i di»n cõa c¡c �iºm v  vîi möc ti¶u cho
tr÷îc, ta câ thº x¡c �ành c¡c h» sè k1, k2, l1, l2 tø sü biºu thà tåa �ë
cõa c¡c �iºm

[C] = k1[A] + l1[B],

[D] = k2[A] + l2[B].

T½nh ch§t 3.1.4.3. N¸u bèn �iºm A,B,C,D th¯ng h ng v  ph¥n
bi»t th¼:

i) (ABCD) =
1

(ABDC)
=

1

(BACD)
;

ii) (ABCD) = (BADC);

iii) (ABCD) = (CDAB);

iv) (ABCD) = 1− (ACBD) = 1− (DBCA);

v) N¸u n«m �iºm A,B,C,D,E th¯ng h ng v  ph¥n bi»t th¼:

(ABCD) · (ABDE) = (ABCE).

Chùng minh. i) Suy tø �ành ngh¾a.

ii) H» qu£ cõa 1).
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iii) Gi£ sû c⃗ = k1a⃗+ l1⃗b v  d⃗ = k2a⃗+ l2⃗b. Ta câ:

l2c⃗ = k1l2a⃗+ l1l2⃗b v  l1d⃗ = k2l1a⃗+ l1l2⃗b.

Suy ra:
(k1l2 − k2l1) a⃗ = l2c⃗− l1d⃗

v 
k2c⃗ = k1k2a⃗+ l1k2⃗b v  k1d⃗ = k1k2a⃗+ k1l2⃗b.

Suy ra:
(k1l2 − k2l1) b⃗ = −k2c⃗+ k1d⃗.

Do �â
(CDAB) =

−k2
k1

:
l2
−l1

=
k2
l2

:
k1
l1

= (ABCD).

iv) Tø c¡c h» thùc
c⃗ = k1a⃗+ l1⃗b,

d⃗ = k2a⃗+ l2⃗b.

Suy ra

l1⃗b = −k1a⃗+ c⃗,

l1d⃗ = k2l1a⃗+ l2l1⃗b

= k2l1a⃗+ l2 (−k1a⃗+ c⃗)

= (k2l1 − l2k1) a⃗+ l2c⃗.

Bði vªy

(ACBD) =
k2l1 − l2k1

l2
:
−k1
1

= 1− l1k2
l2k1

= 1− (ABCD).

v) Suy ra tø �ành ngh¾a.

N¸u t¿ sè k²p (ABCD) = −1 th¼ ta nâi r¬ng c°p �iºm C,D chia
�i·u háa c°p �iºm A,B. V¼ (ABCD) = (CDAB) n¶n (CDAB) =

−1, do �â c°p �iºm A,B công chia �i·u háa c°p �iºm C,D. Bði vªy,
ta cán nâi c°p �iºm A,B v  c°p �iºm C,D li¶n hi»p �i·u háa hay
A,B,C,D l  h ng �iºm �i·u háa.
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�ành ngh¾a 3.1.4.4. [H¼nh bèn c¤nh to n ph¦n] Tªp hñp bèn �÷íng
th¯ng a, b, c, d trong P2, trong �â khæng câ ba �÷íng n o �çng qui,
�÷ñc gåi l  h¼nh bèn c¤nh to n ph¦n. C¡c �÷íng a, b, c, d �÷ñc gåi
l  c¡c c¤nh. Méi giao �iºm cõa hai c¤nh �÷ñc gåi l  mët �¿nh (câ
6 �¿nh). Hai �¿nh khæng còng thuëc mët c¤nh �÷ñc gåi l  hai �¿nh
�èi di»n (câ 3 c°p �¿nh �èi di»n), �÷íng th¯ng �i qua c°p �¿nh �èi
di»n �÷ñc gåi l  �÷íng ch²o (câ 3 �÷íng ch²o). Giao �iºm cõa hai
�÷íng ch²o �÷ñc gåi l  �iºm ch²o (câ 3 �iºm ch²o).

�ành lþ 3.1.4.5. Trong mët h¼nh bèn c¤nh to n ph¦n, tr¶n méi
�÷íng ch²o, hai �¿nh �èi di»n v  hai �iºm ch²o li¶n hñp �i·u háa vîi
nhau.

H¼nh 3.4

Trong H¼nh 3.4, tr¶n �÷íng ch²o CC ′, hai �¿nh �èi di»n C,C ′

chia �i·u háa hai �iºm ch²o I, J .

Chùng minh. Cho h¼nh 4 c¤nh to n ph¦n AA′BB′CC ′ câ c¡c �÷íng
ch²oAA′, BB′, CC ′. Tr¶n �÷íng ch²o CC ′ ta c¦n chùng minh (CC ′IJ)

= −1. Chån möc ti¶u x¤ £nh {A,B′, B;A′}. Ta câ C = AB ∩ A′B′

191



suy ra C = (1, 0, 1).

C ′ = AB′ ∩ A′B ⇒ C ′ = (1, 1, 0),

I = CC ′ ∩ AA′ ⇒ I = (2, 1, 1),

J = CC ′ ∩BB′ ⇒ J = (0, 1,−1).

Ta câ
[I] = [C] + [C ′]

[J ] = −[C] + [C ′].

Do �â (CC ′IJ) = (IJCC ′) = 1 : (−1) = −1.

T÷ìng tü, ta câ (BB′DJ) = −1, (AA′DI) = −1.

b) T¿ sè k²p cõa chòm bèn si¶u ph¯ng

�ành ngh¾a 3.1.4.6. Trong khæng gian x¤ £nh Pn, tªp hñp c¡c si¶u
ph¯ng còng �i qua mët (n− 2)−ph¯ng �÷ñc gåi l  chòm si¶u ph¯ng
v  (n− 2)−ph¯ng �÷ñc gåi l  gi¡ cõa chòm.

Nhªn x²t 3.1.4.7. X²t chòm si¶u ph¯ng câ gi¡ l  giao cõa hai si¶u
ph¯ng ph¥n bi»t U,V. Th¸ th¼ mët si¶u ph¯ng X thuëc chòm khi v 
ch¿ khi 3 si¶u ph¯ng U,V,X khæng �ëc lªp, �i·u n y t÷ìng �÷ìng
vîi tåa �ë cõa X biºu thà �÷ñc qua tåa �ë c¡c si¶u ph¯ng U,V, tùc
l 

[X] = p[U] + q[V].

�ành ngh¾a 3.1.4.8. Cho chòm 4 si¶u ph¯ng U,V,W,Z sao cho 3
si¶u ph¯ng U,V,W �æi mët ph¥n bi»t, c¡c si¶u ph¯ng W, Z thuëc
chòm câ gi¡ x¡c �ành bði hai si¶u ph¯ng ph¥n bi»t U,V n¶n câ c¡c
h» sè k1, k2, l1, l2 sao cho

[W] = k1[U] + l1[V],

[Z] = k2[U] + l2[V].

T¿ sè k²p cõa chòm 4 si¶u ph¯ng theo thù tü U,V,W,Z, kþ hi»u
(UVWZ), �÷ñc �ành ngh¾a bði

(UVWZ) =


k2
l2

:
k1
l1

n¸u l2 ̸= 0

∞ n¸u l2 = 0
.
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N¸u (UVWZ) = −1 th¼ ta nâi U,V,W,Z lªp th nh chòm �i·u
háa hay U,V chia �i·u háa W,Z.

K¸t qu£ sau �¥y cho sü li¶n h» giúa t� sè k²p cõa h ng 4 �iºm
v  t� sè k²p cõa chòm 4 si¶u ph¯ng.

�ành lþ 3.1.4.9. Trong khæng gian x¤ £nh Pn cho bèn si¶u ph¯ng
U,V,W,Z thuëc mët chòm, trong �â U,V,W,Z �æi mët ph¥n bi»t.
N¸u d l  �÷íng th¯ng ct bèn si¶u ph¯ng �â l¦n l÷ñt t¤i c¡c �iºm
A,B,C,D (khæng thuëc gi¡ cõa chòm) th¼ t¿ sè k²p cõa bèn �iºm
�â khæng phö thuëc v o và tr½ cõa �÷íng th¯ng d v  (ABCD) =

(UVWZ).

H¼nh 3.5: (ABCD) = (UVWZ)

Chùng minh. X²t möc ti¶u {S1, S2, . . . , Sn+1;E} sao cho S3, . . . , Sn+1

thuëc gi¡ cõa chòm v  S1 = A, S2 = B. Khi �â si¶u ph¯ng U câ
ph÷ìng tr¼nh x2 = 0 v  si¶u ph¯ng V câ ph÷ìng tr¼nh x1 = 0, do �â
tåa �ë cõaU l  (0, 1, . . . , 0) v  tåa �ë cõaV l  (1, 0, . . . , 0).W thuëc
chòm vîi gi¡ l  U ∩V n¶n tåa �ë cõa W câ d¤ng (λ1, µ1, 0, . . . , 0)

v  ph÷ìng tr¼nh cõa W câ d¤ng λ1x1 + µ1x2 = 0. �÷íng th¯ng AB
câ ph÷ìng tr¼nh tham sè [X] = t1[A] + t2[B].
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Do �â tåa �ë giao �iºm C cõa AB vîi si¶u ph¯ng W l  (t1, t2, 0,
. . ., 0) vîi t1, t2 thäa m¢n λ1t1 + µ1t2 = 0. Chån t1 = µ1, t2 = −λ1,
tùc tåa �ë C l  (µ1,−λ1, 0, . . . , 0). T÷ìng tü, si¶u ph¯ng Z câ tåa
�ë (λ2, µ2, 0, . . . , 0) v  tåa �ë giao �iºm D cõa �÷íng th¯ng AB v 
Z l  (µ2,−λ2, 0, . . . , 0). Tø �â (ABCD) = −λ2

µ2
: −λ1

µ1
= λ2

µ2
: λ1

µ1
=

(UVWZ) (H¼nh 3.5).

Tø �ành lþ v· h¼nh bèn c¤nh to n ph¦n ð tr¶n, ta câ:

H» qu£ 3.1.4.10. Trong h¼nh bèn c¤nh to n ph¦n, hai �÷íng ch²o
�i qua mët �iºm ch²o n o �â chia �i·u háa hai �÷íng th¯ng nèi �iºm
ch²o �â vîi hai �¿nh n¬m tr¶n �÷íng ch²o thù ba.

3.1.5 Nguy¶n tc �èi ng¨u

a) Ph²p �èi x¤ trong Pn

Kþ hi»u Πn l  tªp hñp c¡c ph¯ng trong Pn câ sè chi·u b² hìn
n. Chån trong Pn mët möc ti¶u x¤ £nh n o �â v  x¡c �ành ¡nh x¤
π : Πn → Πn nh÷ sau:

- N¸u A l  mët �iºm (tùc l  mët 0−ph¯ng) th¼ π(A) l  si¶u ph¯ng
câ tåa �ë gièng tåa �ë cõa A, cö thº l : n¸u A = (a1, a2, . . . , an+1)

th¼ π(A) = (a1, a2, . . . , an+1).

- N¸u U l  c¡i ph¯ng n o �â th¼ π(U) =
⋂

X∈U π(X).

T½nh ch§t 3.1.5.1. i) Ph²p �èi x¤ bi¸n méi �iºm (0−ph¯ng) th nh
mët si¶u ph¯ng.

ii) Ph²p �èi x¤ bi¸n m �iºm �ëc lªp th nh m si¶u ph¯ng �ëc lªp,
bi¸n m �iºm khæng �ëc lªp th nh m si¶u ph¯ng khæng �ëc lªp.

iii) Ph²p �èi x¤ bi¸n r−ph¯ng th nh (n− r − 1)−ph¯ng.

iv) Cho hai ph¯ng U v  V, n¸u U ⊂ V th¼ π(V) ⊂ π(U).

Chùng minh. i) Hiºn nhi¶n.
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ii) Thªt vªy, cho m �iºm Ai, i = 1, 2, . . . ,m. Vîi Ai = (ai1, ai2,
. . ., ain+1) khi �â π(Ai) l  si¶u ph¯ng câ tåa �ë b¬ng tåa �ë cõa Ai.
X²t ma trªn (aij), i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n+ 1.

H» m �iºm Ai l  �ëc lªp khi v  ch¿ khi ma trªn (aij) câ h¤ng
b¬ng m, tùc l  khi v  ch¿ khi m si¶u ph¯ng π(Ai) �ëc lªp.

iii) Thªt vªy, gi£ sû U l  r-ph¯ng, tr¶n U l§y r+1 �iºm �ëc lªp
A1, A2, . . . , Ar+1, khi �â r + 1 si¶u ph¯ng π(A1), π(A2), . . . , π(Ar+1)

công �ëc lªp (theo t½nh ch§t ii), n¶n giao cõa chóng l  c¡i ph¯ng V

câ sè chi·u l  (n− r − 1). Ta chùng minh V = π(U).

- Theo �ành ngh¾a cõa π(U), ta câ π(U) ⊂ V.

- B¥y gií ta chùng minh V ⊂ π(U): L§y X b§t ký thuëc U th¼
r+2 �iºm A1, A2, . . . , Ar+1, X khæng �ëc lªp, do �â r+2 si¶u ph¯ng
π(A1), π(A2), . . ., π(Ar+1), π(X) khæng �ëc lªp, do �â π(X) ⊃ V

hay π(U) ⊃ V.

iv) Thªt vªy, theo �ành ngh¾a π(U) =
⋂

X∈U π(X) v  π(V) =⋂
X∈V π(X). Bði vªy, n¸u U ⊂ V th¼ π(V) ⊂ π(U).

b) Nguy¶n tc �èi ng¨u

Hai c¡i ph¯ng U v  V trong khæng gian x¤ £nh Pn �÷ñc gåi l  câ
quan h» li¶n thuëc n¸u mët trong hai ph¯ng �â chùa ph¯ng kia. Khi
�â ta nâi U thuëc V ho°c V thuëc U. Ch¯ng h¤n, n¸u �iºm A n¬m
tr¶n �÷íng th¯ng a th¼ ta nâi: �iºm A thuëc �÷íng th¯ng a, ho°c
nâi: �÷íng th¯ng a thuëc �iºm A. Nh÷ vªy, tø �thuëc� �çng ngh¾a
vîi mët trong c¡c tø: �n¬m tr¶n�, ��i qua�, �chùa�, �chùa trong�.

Vîi c¡ch hiºu nh÷ vªy, ta câ thº nâi r¬ng: ph²p �èi x¤ giú nguy¶n
quan h» li¶n thuëc giúa c¡c ph¯ng, ngh¾a l  n¸u U thuëc V th¼ π(U)

thuëc π(V).

B¥y gií, gi£ sû M l  mët m»nh �· n o �â trong khæng gian x¤
£nh P n nâi v· c¡c ph¯ng v  c¡c quan h» li¶n thuëc giúa chóng. N¸u
trong m»nh �· c¡c tø �r−ph¯ng� �÷ñc thay b¬ng c¡c tø �(n − r −
1)−ph¯ng�, c¡c tø kh¡c giú nguy¶n th¼ ta �÷ñc m»nh �· mîi M∗,
�÷ñc gåi l  m»nh �· �èi ng¨u cõa m»nh �· M. Hiºn nhi¶n, m»nh
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�· M l  �èi ng¨u cõa m»nh �· M∗, bði vªy ta nâi M v  M∗ l  c°p
m»nh �· �èi ng¨u vîi nhau.

Tø t½nh ch§t cõa ph²p �èi x¤, ta câ k¸t qu£ sau �¥y �÷ñc gåi
l  nguy¶n tc �èi ng¨u: �Trong khæng gian x¤ £nh c°p m»nh �· �èi
ng¨u vîi nhau ho°c còng �óng, ho°c còng sai�.

L÷u þ. C¡ch th nh lªp m»nh �· �èi ng¨u trong P2 v  P3:

+ Trong P2, �º câ m»nh �· �èi ng¨u cõa m»nh �· M, ta thay
tø ��iºm� bði tø ��÷íng th¯ng� v  ng÷ñc l¤i, cán c¡c tø kh¡c giú
nguy¶n.

V½ dö: M»nh �·: "Tçn t¤i �÷íng th¯ng �i qua (thuëc) hai �iºm ph¥n
bi»t". M»nh �· �èi ng¨u l : "Tçn t¤i �iºm thuëc hai �÷íng th¯ng
ph¥n bi»t". �i·u n y câ ngh¾a l  hai �÷íng th¯ng trong P2 luæn câ
�iºm chung.

+ Trong P3, �º câ m»nh �· �èi ng¨u cõa m»nh �· M , ta thay tø
��iºm� bði tø �m°t ph¯ng� v  ng÷ñc l¤i, cán c¡c tø kh¡c giú nguy¶n.

c) Kh¡i ni»m �èi ng¨u

Mët kh¡i ni»m trong khæng gian Pn nâi v· c¡c ph¯ng câ kh¡i
ni»m �èi ng¨u n¸u trong �ành ngh¾a cõa nâ, ta thay tø �r−ph¯ng�
bði tø �(n− r − 1)−ph¯ng�.

V½ dö 3.1.5.2. 1) Kh¡i ni»m r �iºm �ëc lªp trong Pn �÷ñc �ành
ngh¾a l : �r �iºm khæng còng thuëc mët (r−2)−ph¯ng câ kh¡i ni»m
�èi ng¨u l  r si¶u ph¯ng �ëc lªp, �÷ñc cho bði �ành ngh¾a: "r si¶u
ph¯ng khæng còng thuëc mët (n− r + 1)−ph¯ng".

2) Trong P2 �èi ng¨u cõa kh¡i ni»m h¼nh bèn c¤nh to n ph¦n l 
kh¡i ni»m h¼nh bèn �¿nh to n ph¦n.

3) Trong Pn, kh¡i ni»m chòm si¶u ph¯ng (tªp hñp c¡c si¶u ph¯ng
còng �i qua mët (n − 2)−ph¯ng) câ kh¡i ni»m �èi ng¨u �÷ñc �ành
ngh¾a bði: tªp hñp c¡c �iºm còng thuëc mët 1−ph¯ng, �â l  kh¡i
ni»m h ng �iºm.

4) Cho bèn �iºm A,B,C,D th¯ng h ng, câ t¿ sè k²p (ABCD) =

k. Qua ph²p �èi x¤, c¡c si¶u ph¯ng π(A), π(B), π(C), π(D) thuëc
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mët chòm v  tø �ành ngh¾a t¿ sè k²p cõa h ng 4 �iºm v  cõa chòm
4 si¶u ph¯ng ta suy ra: (ABCD) = (π(A)π(B)π(C)π(D)). Bði vªy
ta nâi r¬ng: kh¡i ni»m t¿ sè k²p cõa h ng 4 �iºm v  kh¡i ni»m t¿ sè
k²p cõa chòm 4 si¶u ph¯ng l  c¡c kh¡i ni»m �èi ng¨u.

5) Kh¡i ni»m h ng �iºm �i·u háa v  kh¡i ni»m chòm si¶u ph¯ng
�i·u háa l  c°p kh¡i ni»m �èi ng¨u.

3.1.6 Mæ h¼nh x¤ £nh cõa khæng gian afin

a) X¥y düng mæ h¼nh

Chóng ta nhc l¤i mæ h¼nh afin cõa khæng gian x¤ £nh: khæng
gian afin An bê sung th¶m c¡c ph¦n tû cõa tªp hñp [

−→
An] �÷ñc tªp

hñp Pn = An∪ [
−→
An], khi �â Pn lªp th nh khæng gian x¤ £nh v  tªp

[
−→
An] l  mët si¶u ph¯ng cõa Pn.

B¥y gií ta mæ t£ qu¡ tr¼nh ng÷ñc l¤i, bä bît �i tø khæng gian x¤
£nh Pn mët si¶u ph¯ng n o �â v  chùng tä ph¦n cán l¤i lªp th nh
mët khæng gian afin. B¬ng c¡ch �â ta �÷ñc mæ h¼nh x¤ £nh cõa
khæng gian afin.

Gi£ sû Pn l  khæng gian x¤ £nh li¶n k¸t vîi khæng gian vectì
Vn+1. Gåi W l  mët si¶u ph¯ng n o �â cõa Pn. �°t An = Pn \W .
Ta x¥y düng An th nh khæng gian afin b¬ng c¡ch sau �¥y:

�÷a v o Pn mët möc ti¶u x¤ £nh {Si;E} vîi c¡c �¿nh S1, . . . , Sn

n¬m tr¶n W. Khi �â si¶u ph¯ng W s³ câ ph÷ìng tr¼nh xn+1 = 0.

N¸u �iºm X ∈ An th¼ X câ tåa �ë (x1, x2, . . . , xn+1), trong �â
xn+1 ̸= 0 (v¼ X ̸∈ W ). Bði vªy, n¸u �°t Xi = xi/xn+1, vîi i =

1, 2, . . . n th¼ ta �÷ñc mët bë thù tü gçm n sè (X1, X2, . . . , Xn) vîi
Xi ∈ R, �÷ñc gåi l  tåa �ë khæng thu¦n nh§t cõa �iºm X v  vi¸t
X = (X1, X2, . . . , Xn). Rã r ng câ mët song ¡nh tø tªp An v o tªp
Rn b¬ng c¡ch cho méi �iºm t÷ìng ùng vîi tåa �ë khæng thu¦n nh§t
cõa nâ.

N¸u câ hai �iºm cõa An l  X = (X1, X2, . . . , Xn) v  Y =

(Y1, Y2, . . . , Yn) th¼ ta kþ hi»u
−−→
XY l  vectì (Y1−X1, Y2−X2, . . . , Yn−

197



Xn) cõa Rn (xem Rn l  khæng gian vectì tr¶n tr÷íng R). B¬ng c¡ch
�â ta câ ¡nh x¤ φ : An × An → Rn, φ(X, Y ) =

−−→
XY thäa m¢n c¡c

ti¶n �· cõa khæng gian afin v  do �â An trð th nh khæng gian afin
n chi·u li¶n k¸t vîi khæng gian vectì Rn.

b) C¡c thº hi»n tr¶n mæ h¼nh

b1) Möc ti¶u afin

X²t möc ti¶u x¤ £nh {Si;E} trong Pn nh÷ tr¶n. Gåi Ei l  giao
�iºm cõa �÷íng th¯ng Sn+1Si, i = 1, 2, . . . , n vîi si¶u ph¯ng �i qua
E v  måi �¿nh cõa möc ti¶u, trø c¡c �¿nh Sn+1, Si. Ta câ tåa �ë
khæng thu¦n nh§t cõa c¡c �iºm:

E1 = (1, 0, . . . , 0)

E2 = (0, 1, . . . , 0)

. . .

En = (0, 0, . . . , 1).

Ngo i ra, hiºn nhi¶n Sn+1 = (0, 0, . . . , 0). Bði vªy, n¸u ta �°t
−−−−→
Sn+1Ei =

e⃗i th¼ ta �÷ñc möc ti¶u afin {Sn+1; e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n}, vi¸t tt l  {Sn+1; e⃗i},
v  �÷ñc gåi l  möc ti¶u afin sinh ra bði möc ti¶u x¤ £nh {Si;E}.
N¸u �iºm X câ tåa �ë khæng thu¦n nh§t (X1, X2, . . . , Xn) th¼

−−−−→
Sn+1X = X1e⃗1 +X2e⃗2 + . . .+Xne⃗n

n¶n (X1, X2, . . . , Xn) ch½nh l  tåa �ë afin cõa X �èi vîi möc ti¶u
afin {Sn+1; e⃗i}.

H¼nh 3.6
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V½ dö 3.1.6.1. Trong m°t ph¯ng afinA2 = P2\P1, ta th§y möc ti¶u
afin {A3;E1, E2} �÷ñc sinh ra bði möc ti¶u x¤ £nh {A1, A2, A3;E}.
Trong tr÷íng hñp n y �÷íng th¯ng P1 = A1A2 l  �÷íng th¯ng væ
tªn câ ph÷ìng tr¼nh x3 = 0 n¶n khæng câ trong m°t ph¯ng afin. C¡c
�÷íng th¯ng �çng quy t¤i A1 ho°c A2 n¬m tr¶n P1 trð th nh nhúng
�÷íng th¯ng song song vîi nhau trong m°t ph¯ng afin (H¼nh 3.6).

b2) C¡c ph¯ng afin

Ta chùng minh r¬ng: n¸u m−ph¯ng x¤ £nhU cõa Pn khæng n¬m
tr¶n si¶u ph¯ng W th¼ tªp U′ = U\W l  mët m−ph¯ng afin trong
khæng gian afin An. Thªt vªy, gi£ sû m−ph¯ng U câ ph÷ìng tr¼nh
�èi vîi möc ti¶u {Si;E} l :

n+1∑
j=1

uijxj = 0, i = 1, 2, . . . , n−m,

trong �â ma trªn (uij) , i = 1, 2, . . . , n − m; j = 1, 2, . . . , n + 1, câ
h¤ng b¬ng n−m. V¼ U khæng n¬m tr¶n si¶u ph¯ng W n¶n khi th¶m
v o h» ph÷ìng tr¼nh tr¶n ph÷ìng tr¼nh thù n −m + 1 l  xn+1 = 0

(ph÷ìng tr¼nh cõa W), ta �÷ñc h» n −m + 1 ph÷ìng tr¼nh m  ma
trªn c¡c h» sè câ h¤ng b¬ng n − m + 1. Tø �â suy ra ma trªn
(uij) , i = 1, 2, . . . , n−m; j = 1, 2, . . . , n câ h¤ng b¬ng n−m.

�°t U′ = U\W, ta câ U′ ̸= ∅ v  méi �iºm X ∈ U′ câ tåa �ë
(x1, x2, . . . , xn+1) thäa m¢n h» n −m ph÷ìng tr¼nh tr¶n, �çng thíi
xn+1 ̸= 0. Tø �â suy ra tåa �ë afin (X1, X2, . . . , Xn) cõa X thäa
m¢n h» ph÷ìng tr¼nh:

n∑
j=1

uijXj + uin+1 = 0, i = 1, 2, . . . , n−m

trong �â ma trªn (uij) , i = 1, 2, . . . , n − m; j = 1, . . . , n, câ h¤ng
b¬ng n −m. �i·u �â chùng tä r¬ng U′ = U\W l  mët m−ph¯ng
cõa khæng gian afin An.

Ng÷ñc l¤i, méi m−ph¯ng trong khæng gian afin An �·u nhªn
�÷ñc tø mët m−ph¯ng x¤ £nh khæng n¬m trong W sau khi bä �i
c¡c �iºm thuëc W.
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N¸u I = (a1, a2, . . . , an, 0) l  �iºm væ tªn cõa ph¯ng afin U′ =

U \W , tùc tåa �ë I thäa m¢n h» ph÷ìng tr¼nh x¡c �ành giao cõa
U v  W , ta nhªn th§y c⃗ = (a1, a2, . . . , an) thuëc ph÷ìng cõa ph¯ng
afin U′. �°c bi»t, khi m = 1, ta câ c⃗ l  vectì ch¿ ph÷ìng cõa �÷íng
th¯ng afin nhªn �÷ñc tø �÷íng th¯ng x¤ £nh sau khi bä �i �iºm væ
tªn.

b3) Quan h» song song cõa c¡c ph¯ng

Trong Pn cho hai c¡i ph¯ng Pr v  Ps ph¥n bi»t (r ≥ s) �·u
khæng thuëc si¶u ph¯ng W = Pn−1 v  gi£ sû Pr ∩ Ps = Ps−1 ⊂
Pn−1 (Ps−1 = Pn−1 ∩Ps) Ta c¦n chùng minh Pr\Pn−1 v  Ps\Pn−1

l  hai ph¯ng afin song song. �èi vîi möc ti¶u x¤ £nh {Ai;E} �¢
chån, gi£ sû Pr v  Ps câ ph÷ìng tr¼nh:

(Pr) :
n+1∑
j=1

aijxj = 0, i = 1, 2, . . . , n− r,

(Ps) :
n+1∑
j=1

bijxj = 0, i = 1, 2, . . . , n− s.

Khi �â theo gi£ thi¸t ta câ Ps−1 = Pr ∩Ps∩Pn−1 n¶n ph÷ìng tr¼nh
cõa Ps−1 l :

(
Ps−1

)
:


∑n+1

j=1 aijxj = 0, i = 1, 2, . . . , n− r;∑n+1
j=1 bijxj = 0, i = 1, 2, . . . , n− s;

xn+1 = 0.

H» n y gçm câ 2n−(r+s)+1 ph÷ìng tr¼nh nh÷ng v¼ dimPs−1 = s−1

n¶n trong h» tr¶n câ n− (s− 1) = n− s + 1 ph÷ìng tr¼nh �ëc lªp.
Do �â ta câ thº l§y n − s + 1 ph÷ìng tr¼nh cuèi cõa h» tr¶n l m
ph÷ìng tr¼nh cõa Ps−1. Nh÷ vªy dáng h» sè ð v¸ tr¡i cõa n − r

ph÷ìng tr¼nh �¦u �÷ñc biºu thà tuy¸n t½nh qua c¡c dáng h» sè ð v¸
tr¡i cõa n− s+ 1 ph÷ìng tr¼nh cuèi.

B¥y gií n¸u gåi Ar v  As l  hai ph¯ng afin �÷ñc sinh ra bði hai
c¡i ph¯ng x¤ £nh Pr v  Ps th¼ khi �â ph÷ìng tr¼nh cõa chóng �èi
vîi möc ti¶u afin l¦n l÷ñt l :

(Ar) :
∑n

j=1 aijXj + ain+1 = 0 i = 1, 2, . . . , n− r;

(As) :
∑n

j=1 bijXj + bin+1 = 0 i = 1, 2, . . . , n− s.
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Tø tr¶n ta suy ra dáng h» sè c¡c bi¸n trong méi v¸ tr¡i cõa n − r

ph÷ìng tr¼nh �¦u �÷ñc biºu thà tuy¸n t½nh qua c¡c dáng h» sè c¡c
bi¸n cõa n− s ph÷ìng tr¼nh sau, ngh¾a l :

aij = ki1 b1j + ki2 b2j + . . .+ ki,n−sbn−s,j

i = 1, 2, . . . , n− r; j = 1, 2, . . . , n.

�i·u �â chùng tä c¡c ph¯ng As,Ar câ ph÷ìng thäa m¢n
−→
As ⊂

−→
Ar. V¼ vªy As song song vîi Ar.

Chó þ. Ta th÷íng gåi c¡c �iºm cõa si¶u ph¯ng Pn−1 l  c¡c �iºm væ
tªn. Do �â n¸u hai c¡i ph¯ng Pr v  Ps câ giao l  ph¯ng Q chùa to n
�iºm væ tªn, ngh¾a l  Q ⊂ Pn−1, th¼ ta câ As song song vîi Ar.

V½ dö 3.1.6.2. Trong A2 = P2\P1 hai �÷íng th¯ng a, b song song
vîi nhau ngh¾a l  hai �÷íng th¯ng �â ct nhau t¤i mët �iºm n¬m
tr¶n P1. H¼nh tù gi¡c ABCD câ AB ∩DC v  AD ∩ BC thuëc P1

th¼ tù gi¡c �â biºu thà cho h¼nh b¼nh h nh ABCD trong m°t ph¯ng
afin (H¼nh 3.7).

H¼nh 3.7

b4) T¿ sè k²p

Cho 4 �iºm ph¥n bi»t A,B,C,D n¬m tr¶n mët �÷íng th¯ng x¤
£nh l cõa Pn. X£y ra 2 tr÷íng hñp sau:
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+ Gi£ sû khæng câ �iºm n o trong bèn �iºm thuëc si¶u ph¯ng
Pn−1. Ta chån möc ti¶u x¤ £nh {Ai,E} sao cho An+1 ≡ A,A1 =

l∩Pn−1. Khi �â c¡c �iºm B, C,D câ tåa �ë biºu thà tuy¸n t½nh qua
tåa �ë cõa An+1 v  A1. Ta câ:

A = (0, 0, . . . , 0, 1)

B = (b, 0, . . . , 0, 1)

C = (c, 0, . . . , 0, 1)

D = (d, 0, . . . , 0, 1)

.

Thüc vªy, ta h¢y t½nh tåa �ë �iºm B (b1, b2, . . . , bn+1) :


b1
b2
...
bn
bn+1

 = λ


0
0
...
0
1

+ µ


1
0
...
·
0

 =


µ
0
...
0
λ

 =


µ/λ
0
...
0
1

 =


b
0
...
0
1

 .

T÷ìng tü ta t½nh �÷ñc tåa �ë �iºm C v  D.

H¼nh 3.8
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B¥y gií ta h¢y t½nh t¿ sè k²p (ABCD). Ta câ:

[C] =
b− c

b
[A] +

c

b
[B];

[D] =
b− d

b
[A] +

d

b
[B].

Do �â (ABCD) =
c

b− c
:

d

b− d
.

N¸u chuyºn tåa �ë x¤ £nh cõa c¡c �iºm A,B,C,D sang tåa �ë
afin ta câ:

A = (0, 0, . . . , 0)

B = (b, 0, . . . , 0)

C = (c, 0, . . . , 0)

D = (d, 0, . . . , 0)

.

Tø �â ta t½nh �÷ñc tåa �ë cõa c¡c vectì:

−→
CA = (−c, 0, . . . , 0);

−−→
DA = (−d, 0, . . . , 0);

−−→
CB = (b− c, 0, . . . , 0);

−−→
DB = (b− d, 0, . . . , 0).

Do �â (CAB) = − c

b− c
v  (DAB) = − d

b− d
. Tø �â (ABCD) =

(CAB)

(DAB)
.

Nh÷ vªy t¿ sè k²p (ABCD) cõa bèn �iºm A,B,C,D b¬ng t¿ sè
cõa hai t¿ sè �ìn (CAB) v  (DAB).

+ N¸u câ mët trong bèn �iºm A,B,C,D l  �iºm væ tªn, th½ dö
�iºm D thuëc si¶u ph¯ng P n−1, th¼ khi D ≡ A1 ta câ:

[D] = −[A] + [B]

n¶n (ABCD) =
c

b− a
:

1

−1
= − c

b− a
= (CAB).

�°c bi»t, n¸u (ABCD) = −1 v  D l  �iºm væ tªn th¼ (CAB) =

−1, khi �â C l  trung �iºm cõa �o¤n AB.

c) Mët sè ¡p döng cõa mæ h¼nh
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Trong möc n y, c¡c y¸u tè nâi �¸n trong khæng gian x¤ £nh �÷ñc
hiºu thuëc h¼nh håc x¤ £nh (�ành ngh¾a ch½nh x¡c h¼nh håc x¤ £nh
s³ tr¼nh b y ð möc sau).

c1) Dòng h¼nh håc afin �º nghi¶n cùu h¼nh håc x¤ £nh

Ta câ thº chùng minh mët sè �ành lþ cõa h¼nh håc x¤ £nh b¬ng
c¡ch düa v o nhúng k¸t qu£ �¢ bi¸t cõa h¼nh håc afin. Sau khi chån
si¶u ph¯ng væ tªn Pn−1 mët c¡ch th½ch hñp, ta câ thº chuyºn v· mët
b i to¡n afin m  c¡ch gi£i d¹ thüc hi»n hìn.

V½ dö 3.1.6.3. Chùng minh r¬ng trong mët h¼nh bèn c¤nh to n
ph¦n, tr¶n méi �÷íng ch²o hai �¿nh �èi di»n v  hai �iºm ch²o li¶n
hi»p �i·u háa vîi nhau.

Tr÷îc �¥y ta �¢ gi£i b i to¡n n y b¬ng cæng cö cõa h¼nh håc x¤
£nh, b¥y gií ta h¢y dòng mæ h¼nh afin cõa khæng gian x¤ £nh �º
gi£i b i to¡n n y.

H¼nh 3.9

Gi£ sû h¼nh bèn c¤nh to n ph¦n trong P2 câ c¡c c°p �¿nh �èi di»n
A v  A′, B v  B′, C v  C ′ (H¼nh 3.9). Chån �÷íng th¯ng væ tªn P1

�i qua hai �iºm C,C ′ m  khæng �i qua mët �¿nh n o kh¡c núa cõa
h¼nh bèn c¤nh to n ph¦n. Khi �â ta câ hai �÷íng th¯ng AB v  A′B′

song song vîi nhau. Hai �÷íng th¯ng AB′ v  A′B công song song vîi
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nhau. Tù gi¡c ABA′B′ l  mët h¼nh b¼nh h nh trong khæng gian afin
A2. Theo k¸t qu£ cõa h¼nh håc afin ta câ �iºm ch²o D l  trung �iºm
cõa AA′ v  BB′. V¼ vªy, trong P2 �iºm D v  �iºm væ tªn E li¶n
hi»p �i·u háa vîi hai �iºm A,A′, bði v¼: (AA′DE) = (DAA′) = −1.

T÷ìng tü, D v  F li¶n hñp �i·u háa vîi B v  B′

c2) Dòng h¼nh håc x¤ £nh �º nghi¶n cùu h¼nh håc afin

Ta câ thº chùng minh mët sè �ành lþ cõa h¼nh håc afin b¬ng c¡ch
düa v o nhúng k¸t qu£ �¢ bi¸t cõa h¼nh håc x¤ £nh. Cö thº l , tø
mët k¸t qu£ �¢ bi¸t trong h¼nh håc x¤ £nh, bä �i mët si¶u ph¯ng
th½ch hñp ta nhªn �÷ñc k¸t qu£ mong muèn trong h¼nh håc afin.

V½ dö 3.1.6.4. Gi£i b i to¡n afin sau �¥y:

�Cho h¼nh b¼nh h nh ABCD. Mët �÷íng th¯ng song song vîi
c¤nh AB ct c¡c c¤nh AD,BC l¦n l÷ñt t¤i E v  F . Mët �÷íng
th¯ng song song vîi c¤nh AD ct c¡c c¤nh AB,DC l¦n l÷ñt t¤i G
v  H. Gåi P = BE∩DG,Q = EF ∩GH. Chùng minh r¬ng ba �iºm
P,Q,C th¯ng h ng� (H¼nh 3.10a).

H¼nh 3.10

Gi£i. Ta h¢y bê sung c¡c �iºm væ tªn v o m°t ph¯ng afin chùa h¼nh
b¼nh h nh ABCD. C¡c �÷íng th¯ng AB,EF,DC �çng quy t¤i mët
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�iºm væ tªn M . C¡c �÷íng th¯ng AD,GH,BC �çng quy t¤i mët
�iºm væ tªn N (H¼nh 3.10b). Sau khi �÷a th¶m �÷íng th¯ng væ tªn
v o m°t ph¯ng afin ta câ m°t ph¯ng x¤ £nh v  tr¶n �â ta câ b i to¡n
x¤ £nh sau �¥y: "Cho ba �iºm G,B,M thuëc mët �÷íng th¯ng v 
ba �iºm E,D,N thuëc mët �÷íng th¯ng kh¡c. Gåi P = EB ∩DG,
Q = EM ∩NG, R =M ∩NB. Chùng minh ba �iºm B,Q,R th¯ng
h ng". Sau khi chuyºn th nh b i to¡n x¤ £nh, ¡p döng �ành l½ Pappus
ta câ ngay k¸t qu£ c¦n chùng minh.

c3) S¡ng t¤o c¡c b i to¡n mîi

- Tø mët b i to¡n x¤ £nh trong khæng gian x¤ £nh, b¬ng c¡ch
chån c¡c si¶u ph¯ng kh¡c nhau �âng vai trá si¶u ph¯ng væ tªn, ta
câ nhi·u b i to¡n afin kh¡c nhau m  chóng �÷ñc suy ra tø k¸t qu£
�¢ bi¸t cõa b i to¡n x¤ £nh.

- Tø mët b i to¡n afin ta câ thº suy ra mët b i to¡n x¤ £nh b¬ng
c¡ch bê sung th¶m v o khæng gian afin n y nhúng �iºm væ tªn thuëc
mët si¶u ph¯ng væ tªn. Khi �â ta câ mët b i to¡n trong khæng gian
x¤ £nh m  c¡c k¸t qu£ �÷ñc suy ra tø b i to¡n afin.

- Tø mët b i to¡n afin ta câ thº suy ra nhi·u b i to¡n afin kh¡c
b¬ng c¡ch k¸t hñp c£ hai c¡ch l m tr¶n �¥y.

V½ dö 3.1.6.5. Tø b i to¡n afin: "Trong mët h¼nh thang �÷íng
th¯ng �i qua giao �iºm cõa hai c¤nh b¶n v  giao �iºm cõa hai �÷íng
ch²o ct hai �¡y t¤i trung �iºm cõa méi �÷íng" suy ra b i to¡n x¤
£nh, �â l  t½nh ch§t �¢ bi¸t tr¶n h¼nh 4 c¤nh to n ph¦n. Ti¸p töc,
tø b i to¡n x¤ £nh n y, b¬ng vi»c chån �÷íng th¯ng væ tªn th½ch
hñp ta suy ra b i to¡n afin: "Trong mët h¼nh b¼nh h nh, c¡c �÷íng
ch²o ct nhau t¤i trung �iºm cõa méi �÷íng".

Thæng qua mæ h¼nh x¤ £nh cõa khæng gian afin, chóng ta th§y
giúa h¼nh håc afin v  h¼nh håc x¤ £nh câ mët sü li¶n quan mªt thi¸t.
H¼nh håc afin v  h¼nh håc x¤ £nh cán câ nhi·u mèi li¶n h» m  chóng
ta s³ ti¸p töc t¼m hiºu th¶m trong c¡c ph¦n sau.
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3.2 �nh x¤ x¤ £nh v  bi¸n �êi x¤ £nh

3.2.1 �nh x¤ x¤ £nh: �ành ngh¾a, c¡c t½nh ch§t

�ành ngh¾a 3.2.1.1. Cho hai khæng gian x¤ £nh l  P v  P′ l¦n l÷ñt
li¶n k¸t vîi hai khæng gian vectì V v  V′. Mët ¡nh x¤ f : P → P′

�÷ñc gåi l  ¡nh x¤ x¤ £nh n¸u câ mët ¡nh x¤ tuy¸n t½nh φ : V → V′

sao cho n¸u x⃗ l  vectì �¤i di»n cõa �iºm A ∈ P th¼ φ(x⃗) l  vectì �¤i
di»n cõa �iºm f(A) ∈ P′. Khi �â ta nâi r¬ng ¡nh x¤ x¤ £nh f �÷ñc
c£m sinh bði ¡nh x¤ tuy¸n t½nh φ v  φ �÷ñc gåi l  �¤i di»n cõa ¡nh
x¤ x¤ £nh f .

V½ dö 3.2.1.2. Tø �ành ngh¾a d¹ th§y r¬ng ¡nh x¤ �çng nh§t tr¶n
khæng gian x¤ £nh P l  ¡nh x¤ x¤ £nh, câ ¡nh x¤ �¤i di»n l  ¡nh x¤
�çng nh§t tr¶n khæng gian vectì li¶n k¸t V.

T½nh ch§t 3.2.1.3. i) �nh x¤ tuy¸n t½nh �¤i di»n cõa ¡nh x¤ x¤
£nh l  �ìn c§u.

ii) �nh x¤ x¤ £nh l  �ìn ¡nh.

iii) �nh x¤ x¤ £nh b£o to n t½nh �ëc lªp v  t½nh phö thuëc cõa
mët h» �iºm.

iv) Méi �ìn c§u tuy¸n t½nh φ : V → V′ l  �¤i di»n cho mët ¡nh
x¤ x¤ £nh duy nh§t f : P → P′. Hai �ìn c§u tuy¸n t½nh φ : V → V′

v  φ′ : V → V′ còng �¤i di»n cho mët ¡nh x¤ x¤ £nh f : P → P′

khi v  ch¿ khi câ sè k ̸= 0 sao cho φ = kφ′.

v) �nh x¤ x¤ £nh bi¸n mët m−ph¯ng th nh mët m−ph¯ng.

vi) �nh x¤ x¤ £nh b£o to n t¿ sè k²p cõa 4 �iºm th¯ng h ng.

Chùng minh. i) Thªt vªy, gi£ sû φ l  �¤i di»n cõa ¡nh x¤ x¤ £nh f .
N¸u vectì x⃗ ∈ V\{⃗0} l  �¤i di»n cho �iºm A ∈ P th¼ φ(x⃗) l  vectì
�¤i di»n cõa �iºm f(A) ∈ P′ n¶n φ(x⃗) ∈ V′\{⃗0} tùc Kerφ = {⃗0}.
Do �â φ l  �ìn c§u.
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ii) Thªt vªy, gi£ sû A v  B l  hai �iºm cõa P m  f(A) = f(B).
Khi �â, n¸u gåi a⃗ v  b⃗ l  c¡c vectì �¤i di»n cõa A v  B th¼ φ(⃗a) v 
φ(⃗b) còng �¤i di»n cho mët �iºm f(A) = f(B) n¶n φ(⃗a) = kφ(⃗b) =

φ(k⃗b), k ̸= 0. V¼ φ �ìn c§u n¶n a⃗ = k⃗b, tùc A v  B tròng nhau.

iii) Thªt vªy, do �ìn c§u tuy¸n t½nh b£o tçn t½nh �ëc lªp tuy¸n
t½nh hay phö thuëc tuy¸n t½nh cõa mët h» vectì.

iv) Thªt vªy, n¸u �¢ cho �ìn c§u tuy¸n t½nh φ : V → V′ th¼
¡nh x¤ x¤ £nh f : P → P′ �÷ñc ho n to n x¡c �ành. Cö thº l , n¸u
M ∈ P câ vectì �¤i di»n l  x⃗ ∈ V th¼ f(M) câ �¤i di»n l  φ(x⃗).

N¸u φ′ : V → V′ công l  �¤i di»n cho ¡nh x¤ x¤ £nh f :

P → P′ th¼ vîi méi vectì x⃗ ∈ V, c¡c vectì φ(x⃗) v  φ′(x⃗) còng
�¤i di»n cho mët �iºm thuëc P′ n¶n φ(x⃗) = kxφ

′(x⃗). L§y mët
cì sð {e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n+1} trong V, khi �â φ(e⃗1) = k1φ

′(e⃗1), φ(e⃗2) =

k2φ
′(e⃗2), . . ., φ(e⃗n+1) = kn+1φ

′(e⃗n+1) v 

φ (e⃗1) + . . .+ φ (e⃗n+1) = φ (e⃗1 + . . .+ e⃗n+1) = kφ′ (e⃗1 + . . .+ e⃗n+1) .

Do �â

k1φ
′ (e⃗1) + . . .+ kn+1φ

′ (e⃗n+1) = kφ′ (e⃗1 + . . .+ e⃗n+1) ,

hay φ′ (k1e⃗1 + k2e⃗2 + . . .+ kn+1e⃗n+1) = φ′ (ke⃗1 + . . .+ ke⃗n+1). V¼ φ′

�ìn ¡nh n¶n k1e⃗1 + k2e⃗2 + . . .+ kn+1e⃗n+1 = ke⃗1 + . . .+ ke⃗n+1. Do �â
k1 = k2 = . . . = kn+1 = k. Tø �â φ(x⃗) = kφ′(x⃗),∀x⃗, hay φ = kφ′.

�i·u ng÷ñc l¤i l  hiºn nhi¶n.

C¡c t½nh ch§t v) v  vi) xem nh÷ b i tªp.

�ành lþ 3.2.1.4 (V· sü x¡c �ành ¡nh x¤ x¤ £nh). Cho hai khæng
gian x¤ £nh l  P v  P′ l¦n l÷ñt câ sè chi·u l  n v  m (n ≤ m).
Trong P cho möc ti¶u x¤ £nh {S1, S2, . . . , Sn+1;E} v  trong P′ cho
n+ 2 �iºm phö thuëc S ′

1, S
′
2, . . . , S

′
n+1;E

′ sao cho b§t ký n+ 1 �iºm
trong chóng �·u �ëc lªp. Khi �â, câ mët v  ch¿ mët ¡nh x¤ x¤ £nh
f : P → P′ sao cho f (Si) = S ′

i, i = 1, 2, . . . , n+ 1 v  f(E) = E ′.
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Chùng minh. Gåi Vn+1 v  Vm+1 l¦n l÷ñt l  c¡c khæng gian vectì
li¶n k¸t cõa P v  P′. Trong Vn+1 l§y cì sð ε = {e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n+1} �¤i
di»n cõa möc ti¶u {S1, S2, . . . , Sn+1;E}.

Trong Vm+1 l§y n+ 1 vectì �ëc lªp tuy¸n t½nh e⃗′1, e⃗′2, . . . , e⃗′n+1

sao cho e⃗′i �¤i di»n cho S ′
i v 

∑n+1
i=1 e⃗i �¤i di»n cho �iºm E ′ (nh÷

vi»c ch¿ ra cì sð �¤i di»n cõa mët möc ti¶u). Khi �â câ duy nh§t
�ìn c§u tuy¸n t½nh: φ : Vn+1 → Vm+1 sao cho φ (e⃗i) = e⃗′i vîi
i = 1, 2, . . . , n+ 1. Rã r ng φ l  ¡nh x¤ �¤i di»n cho mët ¡nh x¤ x¤
£nh f : P → P′ v  f l  ¡nh x¤ x¤ £nh duy nh§t thäa m¢n y¶u c¦u
cõa �ành lþ.

3.2.2 Ph²p chi¸u xuy¶n t¥m

Trong khæng gian x¤ £nh Pn x²t hai si¶u ph¯ng Pn−1 v  P′n−1.
O l  mët �iºm khæng n¬m tr¶n hai si¶u ph¯ng �â. X²t ¡nh x¤

f : Pn−1 → P′n−1

x¡c �ành nh÷ sau: vîi M ∈ Pn−1, �÷íng th¯ng OM ct P′n−1 t¤i
mët �iºm duy nh§t M ′. �°t f(M) = M ′. �nh x¤ f x¡c �ành tr¶n
�¥y �÷ñc gåi l  ph²p chi¸u xuy¶n t¥m tø si¶u ph¯ng Pn−1 l¶n si¶u
ph¯ng P′n−1 vîi t¥m chi¸u O.

�ành lþ 3.2.2.1. Ph²p chi¸u xuy¶n t¥m l  mët ¡nh x¤ x¤ £nh v 
måi �iºm cõa ph¯ng Pn−2 = Pn−1 ∩P′n−1 l  �iºm b§t �ëng.

�°c bi»t, trong P2 ph²p chi¸u xuy¶n t¥m tø mët �÷íng th¯ng l¶n
mët �÷íng th¯ng kh¡c l  mët ¡nh x¤ x¤ £nh v  giao �iºm cõa hai
�÷íng th¯ng l  �iºm b§t �ëng.

Chùng minh. Gåi Vn,V′n l  c¡c khæng gian con l¦n l÷ñt li¶n k¸t
vîi Pn−1 v  P′n−1. Trong si¶u ph¯ng Pn−1 ta l§y n �iºm �ëc lªp
A1, A2, . . . , An, trong �â A1, A2, . . . , An−1 thuëc Pn−2. Gåi f l  ph²p
chi¸u xuy¶n t¥m vîi t¥m chi¸u O. Ta câ f (Ai) = Ai vîi i =

1, 2, . . . , n− 1 v  f (An) = A′
n (A

′
n /∈ Pn−1). H» �iºm A1, A2, . . . , A

′
n

l  h» �iºm �ëc lªp (v¼ n¸u tr¡i l¤i, A′
n ∈ Pn−1).
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Gåi e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n, e⃗′n, e⃗ l  c¡c vectì l¦n l÷ñt �¤i di»n cho c¡c �iºm
A1, A2, . . . , An, A

′
n, O. V¼ An, A

′
n, O th¯ng h ng v  �æi mët ph¥n bi»t

n¶n câ thº biºu thà
e⃗′n = e⃗n + λe⃗, λ ̸= 0.

Gåi φ l  �¯ng c§u tuy¸n t½nh tø Vn l¶n V′n bi¸n c¡c vectì cõa cì
sð {e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n} t÷ìng ùng th nh c¡c vectì cõa cì sð

{
e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗′n

}
.

Khi �â, n¸u �iºm X ∈ Pn−1 vîi vectì �¤i di»n l  x⃗ = x1e⃗1 + x1e⃗2 +

. . . xne⃗n th¼ φ(x⃗) = x⃗+ xnλe⃗. �¯ng thùc n y chùng tä φ(x⃗) �¤i di»n
cho mët �iºm cõa �÷íng th¯ng OX. M°t kh¡c φ(x⃗) �¤i di»n cho
�iºm thuëc P′n−1 n¶n φ(x⃗) l  �¤i di»n cho �iºm X ′ = OX ∩ P′n−1.
Do �â �¯ng c§u tuy¸n t½nh φ l  �¤i di»n cõa ph²p chi¸u xuy¶n t¥m
f , tùc ph²p chi¸u xuy¶n t¥m l  mët ¡nh x¤ x¤ £nh.

�ành lþ 3.2.2.2. Cho f : Pn−1 → P′n−1 l  ¡nh x¤ x¤ £nh giúa c¡c
si¶u ph¯ng trong khæng gian x¤ £nh Pn(n ≥ 2) sao cho måi �iºm
cõa Pn−2 = Pn−1 ∩ P

′n−1 l  �iºm b§t �ëng. Th¸ th¼ f l  mët ph²p
chi¸u xuy¶n t¥m.

Chùng minh. Gåi f : Pn−1 → P′n−1 l  ¡nh x¤ x¤ £nh câ t½nh ch§t
f(M) = M vîi måi M ∈ Pn−2 = Pn−1 ∩ P′n−1 ta chùng minh f l 
ph²p chi¸u xuy¶n t¥m. TrongPn−1 chån möc ti¶u {A1, A2, . . . , An;E}
sao cho A1, A2, . . . , An−1 ∈ Pn−2. Gåi A′

n = f (An) , E
′ = f(E). Khi

�â {A1, A2, . . . , A
′
n;E

′} l  möc ti¶u cõa P′m−1. GåiM = AnE∩Pn−2.
V¼ M = f(M) n¶n M ∈ A′

nE
′. Trong m°t ph¯ng x¤ £nh x¡c

�ành bði hai �÷íng th¯ng AnE v  A′
nE

′, hai �÷íng th¯ng n y ct
nhau t¤i mët �iºm O. Ph²p chi¸u xuy¶n t¥m vîi t¥m chi¸u O tø
Pn−1 tîi P′n−1 bi¸n möc ti¶u {A1, A2, . . . , An;E} th nh möc ti¶u
{A1, A2, . . . , A

′
n;E

′}. Tø sü x¡c �ành duy nh§t cõa ¡nh xa xa £nh
suy ra ph²p chi¸u xuy¶n t¥m n y tròng vîi f , ngh¾a l  f l  mët ph²p
chi¸u xuy¶n t¥m.

3.2.3 Bi¸n �êi x¤ £nh, h¼nh håc x¤ £nh

a) Bi¸n �êi x¤ £nh
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�ành ngh¾a 3.2.3.1. �nh x¤ x¤ £nh f : P → P′ l  song ¡nh �÷ñc
gåi l  �¯ng c§u x¤ £nh, v  khi �â hai khæng gian P v  P′ �÷ñc gåi
l  �¯ng c§u.

�nh x¤ x¤ £nh f : P → P �÷ñc gåi l  ph²p bi¸n �êi x¤ £nh (hay
ph²p x¤ £nh) cõa P.

Nhªn x²t 3.2.3.2. i) V¼ ¡nh x¤ x¤ £nh l  �ìn ¡nh, do �â ¡nh x¤
x¤ £nh f : P → P′ l  �¯ng c§u khi v  ch¿ khi P v  P′ câ còng sè
chi·u.

ii) �nh x¤ tuy¸n t½nh �¤i di»n cho �¯ng c§u x¤ £nh l  �¯ng c§u
tuy¸n t½nh.

iii) Tø �ành lþ v· sü x¡c �ành ¡nh x¤ x¤ £nh ta suy ra: n¸u trong
khæng gian x¤ £nh Pn cho hai möc ti¶u {Si;E} v  {S ′

i;E
′} th¼ câ

ph²p bi¸n �êi x¤ £nh duy nh§t f cõa Pn, bi¸n c¡c �iºm Si th nh
c¡c �iºm S ′

i (i = 1, 2, . . . , n+ 1) v  bi¸n �iºm E th nh �iºm E ′.

b) Biºu thùc tåa �ë cõa ph²p bi¸n �êi x¤ £nh

Cho ph²p bi¸n �êi x¤ £nh f : Pn → Pn cõa khæng gian x¤ £nh
Pn, li¶n k¸t vîi khæng gian vectì Vn+1. Trong Pn chån möc ti¶u x¤
£nh {Si;E}. Vîi méi �iºm X b§t k¼, gåi (x1, x2, . . . , xn+1) l  tåa �ë
cõa X v 

(
x′1, x

′
2, . . . , x

′
n+1

)
l  tåa �ë cõa X ′ = f(X) �èi vîi möc

ti¶u �¢ chån. Ta t¼m mèi li¶n h» giúa (xi) v  (x′i).

Gåi ε = {e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n+1} l  cì sð trong Pn �¤i di»n cho möc
ti¶u {Si;E} v  φ : Vn+1 → Vn+1 l  bi¸n �êi tuy¸n t½nh cõa Vn+1,
�¤i di»n cho bi¸n �êi x¤ £nh f . �èi vîi cì sð ε, x²t vectì x⃗ =

(x1, x2, . . . , xn+1) �¤i di»n cho �iºm X. Th¸ th¼ φ(x⃗), l  �¤i di»n cõa
X ′, câ tåa �ë φ(x⃗) = k

(
x′1, x

′
2, . . . , x

′
n+1

)
, k ̸= 0. Tø biºu thùc tåa

�ë cõa bi¸n �êi tuy¸n t½nh φ �èi vîi cì sð ε, ta câ

kx′i =
n+1∑
j=1

aijxj, i = 1, 2, . . . , n+ 1

hay
k [x′] = A[x],
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trong �â [x] v  [x′] l  ma trªn cët tåa �ë cõa X v  X ′, A = (aij)

l  ma trªn chuyºn tø cì sð {e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n+1} sang cì sð £nh cõa nâ
qua ¡nh x¤ φ.

H» thùc tr¶n �÷ñc gåi l  biºu thùc tåa �ë (hay ph÷ìng tr¼nh cõa
f) �èi vîi möc ti¶u �¢ cho. Ma trªn A = (aij) �÷ñc gåi l  ma trªn
cõa ph²p bi¸n �êi x¤ £nh f �èi vîi möc ti¶u {Si;E}.

Ng÷ñc l¤i, mët ph÷ìng tr¼nh câ d¤ng k[x′] = A[x], trong �â A l 
ma trªn khæng suy bi¸n, l  ph÷ìng tr¼nh cõa mët ph²p bi¸n �êi x¤
£nh trong khæng gian x¤ £nh �èi vîi mët möc ti¶u n o �â.

Nhªn x²t 3.2.3.3. N¸u chån möc ti¶u x¤ £nh tr¶n �÷íng th¯ng x¤
£nh, ph÷ìng tr¼nh cõa bi¸n �êi x¤ £nh tr¶n �÷íng th¯ng câ d¤ng:{

kx′1 = a11x1 + a12x2
kx′2 = a21x1 + a22x2

, trong �â :
∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ ̸= 0 .

N¸u dòng tåa �ë khæng thu¦n nh§t tr¶n �÷íng th¯ng, tùc �°t X =
x1
x2
, X ′ =

x′1
x′2
, th¼ ph÷ìng tr¼nh tr¶n trð th nh :

X ′ =
a11X + a12
a21X + a22

.

V½ dö 3.2.3.4. �èi vîi mët möc ti¶u {Si;E} cõa m°t ph¯ng x¤ £nh
P2, cho c¡c �iºm E1 = (0, 1, 1), E2 = (1, 0, 1), E3 = (1, 1, 0).

a) Chùng tä r¬ng câ ph²p bi¸n �êi x¤ £nh f : P2 → P2 l¦n l÷ñt bi¸n
c¡c �iºm S1, S2, S3, E th nh c¡c �iºm E1, E2, E3, S1.

b) T¼m biºu thùc tåa �ë cõa f �èi vîi möc ti¶u �¢ cho.

Gi£i. a) Ch¿ c¦n chùng tä b§t ký h» 3 �iºm n o trong bèn �iºm
E1, E2, E3, S1 �·u �ëc lªp. �i·u n y do c¡c �ành thùc d÷îi �¥y kh¡c
0: ∣∣∣∣∣∣

0 1 1
1 0 1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣
0 1 1
1 0 1
1 0 0

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣
0 1 1
1 1 0
1 0 0

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣
1 0 1
1 1 0
1 0 0

∣∣∣∣∣∣ .
b) �nh x¤ �¤i di»n cõa f bi¸n cì sð �¤i di»n cõa möc ti¶u {S1, S2, S3;
E} th nh cì sð �¤i di»n cõa möc ti¶u {E1, E2, E3;S1}. Gåi ma trªn
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chuyºn tø möc ti¶u thù nh§t sang möc ti¶u thù hai l  A (công l  ma
trªn chuyºn giúa hai cì sð �¤i di»n t÷ìng ùng cõa chóng). Th¸ th¼ ma
trªn cõa f �èi vîi möc ti¶u �¢ cho l  A. Gi£ sû e⃗′1, e⃗′2, e⃗′3 l  cì sð �¤i
di»n cho möc ti¶u thù hai. Tåa �ë e⃗′1, e⃗′2, e⃗3 �èi vîi cì sð e⃗1, e⃗2, e⃗3
�¤i di»n cho möc ti¶u ban �¦u l  k1(0, 1, 1), k2(1, 0, 1), k3(1, 1, 0),
thäa m¢n k1(0, 1, 1)+ k2(1, 0, 1)+ k3(1, 1, 0) = (1, 0, 0). Gi£i ra ta câ
k1 = −1, , k2 = k3 = 1. Ta câ ma trªn chuyºn möc ti¶u

A =

 0 1 1
−1 0 1
−1 1 0

 .
Do �â biºu thùc tåa �ë cõa f �èi vîi möc ti¶u �¢ cho l 

kx′1 = x2 + x3
kx′2 = −x1 + x3
kx′3 = −x1 + x2

.

c) Li¶n h» giúa bi¸n �êi x¤ £nh v  bi¸n �êi afin

Gi£ sû f : Pn → Pn l  mët ph²p bi¸n �êi x¤ £nh bi¸n si¶u ph¯ng
Pn−1 th nh ch½nh nâ. X²t khæng gian afin An = Pn\Pn−1. Ta t¼m
hiºu v· t½nh ch§t cõa ¡nh x¤

f |An : An → An.

Chån möc ti¶u x¤ £nh trong Pn sao cho Pn−1 câ ph÷ìng tr¼nh xn+1 =

0. Nh÷ vªy An bao gçm c¡c �iºm cõa Pn m  xn+1 ̸= 0. Ph²p bi¸n
�êi x¤ £nh f bi¸n Pn−1 th nh ch½nh nâ câ ph÷ìng tr¼nh

kx′1 = a11x1 + . . .+ a1nxn + a1n+1xn+1

. . .
kx′n = an1x1 + . . .+ annx1 + ann+1xn+1

kx′n+1 = an+1n+1xn+1

.

�º þ r¬ng nhúng �iºm thuëc An v  £nh cõa chóng câ xn+1 ̸= 0 v 
x′n+1 ̸= 0, do �â khi chia v¸ vîi v¸ n ph÷ìng tr¼nh �¦u cho ph÷ìng
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tr¼nh sau còng cõa h» tr¶n, ta câ
x′1
x′n+1

=
a11

an+1n+1

x1
xn+1

+ . . .+
a1n

an+1n+1

xn
xn+1

+
a1n+1

an+1n+1

. . .
x′n
x′n+1

=
a1n

an+1n+1

x1
xn+1

+ . . .+
ann

an+1n+1

xn
xn+1

+
ann+1

an+1n+1

,

tùc 
X ′

1 = b11X1 + . . .+ b1nXn + c1
. . .
X ′

n = bn1X1 + . . .+ bnnXn + cn

,

trong �â Xi =
xi
xn+1

v  X ′
i =

x′i
x′n+1

, i = 1, 2, . . . , n l  tåa �ë khæng

thu¦n nh§t cõa c¡c �iºm trong An v  cõa �iºm £nh t÷ìng ùng,
�â công ch½nh l  tåa �ë afin cõa c¡c �iºm trong khæng gian afin
An; bij =

aij
an+1n+1

; ci =
ain+1

an+1n+1

. V¼ ma trªn B = [bij] khæng suy

bi¸n n¶n �¥y ch½nh l  ph÷ìng tr¼nh cõa mët ph²p bi¸n �êi afin cõa
An. Nh÷ vªy

f |An : An → An

l  mët ph²p afin.

Ng÷ñc l¤i, méi ph²p bi¸n �êi afin tr¶n An �·u �÷ñc c£m sinh tø
mët ph²p bi¸n �êi x¤ £nh tr¶n Pn bi¸n si¶u ph¯ng Pn−1 (si¶u ph¯ng
væ tªn) th nh ch½nh nâ.

d) �ành lþ cì b£n cõa ¡nh x¤ x¤ £nh

�ành lþ 3.2.3.5. Cho f : Pn → P′n (n > 1) l  mët song ¡nh b£o
to n sü th¯ng h ng cõa ba �iºm b§t ký. Th¸ th¼ f l  ¡nh x¤ x¤ £nh.

Chùng minh. L§y mët si¶u ph¯ng W n o �â cõa Pn v  gåi W′ =

f(W). Theo Bê �· 3.2.3.7, W′ công l  si¶u ph¯ng. Gåi g : P′n → Pn

l  ¡nh x¤ x¤ £nh sao cho g (W′) = W. Khi �â h = g◦f : Pn → Pn l 
song ¡nh b£o to n sü th¯ng h ng cõa ba �iºm b§t ký v  h(W) = W.

X²t khæng gian afin An = Pn\W v  song ¡nh h′ : An → An l 
h¤n ch¸ cõa h tr¶n An. V¼ song ¡nh h′ b£o to n sü th¯ng h ng cõa
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ba �iºm tòy þ n¶n theo �ành lþ cì b£n cõa bi¸n �êi afin, ta suy ra
h′ l  bi¸n �êi afin. V¼ ph²p bi¸n �êi afin h′ �÷ñc sinh ra bði ph²p
bi¸n �êi x¤ £nh duy nh§t, ta d¹ th§y r¬ng ph²p bi¸n �êi x¤ £nh �â
tròng vîi h. Tø �â suy ra f = g−1 ◦ h công l  ¡nh x¤ x¤ £nh.

D÷îi �¥y l  mët k¸t qu£ y¸u hìn v· �°c tr÷ng cõa bi¸n �êi x¤
£nh tr¶n khæng gian x¤ £nh tr¶n tr÷íng K tòy þ.

�ành lþ 3.2.3.6. Cho Pn l  khæng gian x¤ £nh tr¶n tr÷íng K, n¸u
f : Pn → Pn l  mët song ¡nh b£o to n sü th¯ng h ng cõa ba �iºm
v  b£o to n t¿ sè k²p cõa bèn �iºm th¯ng h ng th¼ f l  ph²p bi¸n �êi
x¤ £nh.

�º chùng minh �ành lþ tr¶n ta câ bê �· sau

Bê �· 3.2.3.7. Cho Pn l  khæng gian x¤ £nh tr¶n tr÷íng K, n¸u
f : Pn → Pn l  mët song ¡nh b£o to n sü th¯ng h ng cõa ba �iºm
b§t ký th¼ f bi¸n m−ph¯ng th nh m−ph¯ng.

Chùng minh. Gi£ sû U l  m−ph¯ng �i qua m + 1 �iºm �ëc lªp
A1, A2, . . . , Am+1. Gåi A′

i = f (Ai) , i = 1, . . . ,m+1. Gåi U′ l  ph¯ng
b² nh§t �i qua c¡c �iºm A′

i. Tr÷îc h¸t ta chùng minh r¬ng n¸u M
thuëc U th¼M ′ = f(M) thuëc U′. Rã r ng �i·u n y �óng khi m = 1

v  m = 2. Gi£ sû �i·u �â �óng vîi m = k, ta chùng minh �óng vîi
m = k + 1.

N¸u M thuëc U khæng tròng vîi Ak+1 th¼

Ak+1M∩ < A1, A2, . . . , Ak >= I.

Khi �â, n¸u I ′ = f(I) th¼:

+ Theo gi£ thi¸t cõa f , ba �iºm A′
k+1,M

′, I ′ th¯ng h ng, tùc M ′

thuëc A′
k+1I

′.

+ Theo gi£ thi¸t qui n¤p, I ′ thuëc c¡i ph¯ng b² nh§t �i qua
A′

1, A
′
2, . . . , A

′
k. Tø �â suy ra M ′ thuëc U′.
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B¥y gií ta chùng minh h» �iºm A′
1, A

′
2, . . . , A

′
m+1 nâi tr¶n công

�ëc lªp. Thªt vªy, ta l§y th¶m c¡c �iºm Am+2, . . . , An+1 �º �÷ñc
n + 1 �iºm �ëc lªp A1, A2, . . . , An+1. Gåi A′

i = f (Ai). N¸u h»
A′

1, A
′
2, . . . , A

′
m+1 khæng �ëc lªp th¼ h» n + 1 �iºm A′

1, A
′
2, . . . , A

′
n+1

công khæng �ëc lªp, n¶n theo �i·u vøa chùng minh tr¶n, f (Pn) ̸=
Pn, tr¡i vîi gi£ thi¸t f l  to n ¡nh. Nh÷ vªy U′ công l  m-ph¯ng v 
f(U) ⊂ U′. N¸u l§y �iºm M ′ thuëc U′ th¼ do f l  to n ¡nh n¶n câ
M �º f(M) = M ′. �iºm M thuëc U v¼ n¸u khæng ta câ h» m + 2

�iºm A1, A2, . . . , Am+1,M �ëc lªp nh÷ng £nh cõa chóng khæng �ëc
lªp.

Tâm l¤i, f bi¸n m-ph¯ng U th nh m-ph¯ng U′.

Chùng minh �ành lþ 3.2.3.6. L§y möc ti¶u x¤ £nh {Si;E} trong Pn

v  gåi S ′
i = f (Si) , E

′ = f(E), theo bê �· tr¶n, {S ′
i;E

′} công l  möc
ti¶u x¤ £nh. Gåi g l  ph²p bi¸n �êi x¤ £nh cõa Pn, bi¸n möc ti¶u
{Si;E} th nh möc ti¶u {S ′

i;E
′} v  h = g−1 · f . Khi �â, h l  song

¡nh cõa Pn l¶n ch½nh nâ b£o to n t½nh th¯ng h ng cõa ba �iºm, b£o
to n t¿ sè k²p cõa bèn �iºm th¯ng h ng v  giú b§t �ëng c¡c �iºm
cõa möc ti¶u {Si;E}. Ta chùng minh h l  ph²p �çng nh§t. Sau �¥y
ta chùng minh �i·u �â b¬ng qui n¤p theo n.

N¸u n = 1 th¼ n¸u M ′ = h(M) ta câ

(S1, S2, E,M) = (S1, S2, E,M
′),

cho n¶n M = M ′. Gi£ sû �i·u �â �óng vîi n − 1, ta chùng minh
nâ �óng vîi n. Gåi Wi l  si¶u ph¯ng �i qua måi �¿nh cõa möc ti¶u
trø �¿nh Si v  Ei l  giao �iºm cõa Wi vîi �÷íng th¯ng SiE, v¼
h (Wi) = Wi v  h (SiE) = SiE n¶n h (Ei) = Ei. Tø �â theo gi£ thi¸t
qui n¤p ta câ h|Wi

= idWi
. B¥y gií gi£ sû M l  mët �iºm b§t ký

khæng n¬m tr¶n c¡c si¶u ph¯ng Wi. �÷íng th¯ng S1M ct W1 t¤i
�iºm b§t �ëng �èi vîi h n¶n �â l  �÷íng th¯ng b§t �ëng.

T÷ìng tü, �÷íng th¯ng S2M công b§t �ëng. Vªy M b§t �ëng,
hay h l  ph²p �çng nh§t. □
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e) H¼nh håc x¤ £nh

Tªp hñp c¡c bi¸n �êi x¤ £nh cõa Pn lªp th nh mët nhâm, �÷ñc
gåi l  nhâm x¤ £nh cõa khæng gian x¤ £nh Pn (nhâm x¤ £nh n
chi·u). Tø sü li¶n h» giúa ph²p afin v  ph²p x¤ £nh trong 3.2.2 suy
ra nhâm afin n chi·u l  nhâm con cõa nhâm x¤ £nh n chi·u.

Trong khæng gian x¤ £nh Pn h¼nh H �÷ñc gåi l  t÷ìng �÷ìng x¤
£nh vîi h¼nh H′ n¸u câ mët ph²p bi¸n �êi x¤ £nh f bi¸n H th nh
H′. Quan h» t÷ìng �÷ìng x¤ £nh cõa c¡c h¼nh trong Pn l  mët quan
h» t÷ìng �÷ìng.

Mët t½nh ch§t tr¶n h¼nh H �÷ñc gåi l  t½nh ch§t x¤ £nh (hay b§t
bi¸n x¤ £nh) n¸u måi h¼nh H′ t÷ìng �÷ìng x¤ £nh vîi h¼nh H �·u
câ t½nh ch§t �â. Nh÷ vªy, hai h¼nh t÷ìng �÷ìng x¤ £nh �·u câ c¡c
t½nh ch§t x¤ £nh gièng nhau.

Kh¡i ni»m �÷ñc x¥y düng tø c¡c b§t bi¸n x¤ £nh �÷ñc gåi l  kh¡i
ni»m x¤ £nh.

V½ dö 3.2.3.8. �iºm; m−ph¯ng; h» �iºm �ëc lªp, phö thuëc; t¿ sè
k²p;... l  c¡c kh¡i ni»m x¤ £nh.

Tªp hñp c¡c t½nh ch§t x¤ £nh tr¶n c¡c h¼nh cõa Pn �÷ñc gåi l 
h¼nh håc x¤ £nh tr¶n Pn (h¼nh håc x¤ £nh n chi·u). Nh÷ vªy, h¼nh
håc x¤ £nh bao gçm: �iºm, �÷íng th¯ng, m−ph¯ng, t½nh �ëc lªp,
t½nh phö thuëc cõa c¡c �iºm, t¿ sè k²p cõa 4 �iºm th¯ng h ng, t¿ sè
k²p cõa chòm 4 si¶u ph¯ng,. . .

f) Ph²p th§u x¤

Trong möc n y chóng ta x²t mët lo¤i c¡c ph²p x¤ £nh �°c bi»t
sau.

f1) Ph²p th§u x¤ c°p

Ph²p x¤ £nh f : Pn → Pn �÷ñc gåi l  ph²p th§u x¤ r−c°p (nâi
gån l  ph²p th§u x¤ c°p) n¸u câ r−ph¯ng U v  (n− r − 1)−ph¯ng
V khæng giao nhau sao cho måi �iºm cõa U v  V l  c¡c �iºm k²p.
Khi �â f cán �÷ñc gåi l  th§u x¤ r−c°p vîi cì sð l  c°p (U, V ). Khi
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r = 0 th¼ U l  �iºm, cán �÷ñc gåi l  t¥m cõa ph²p th§u x¤ v  V l 
si¶u ph¯ng, cán �÷ñc gåi l  n·n cõa ph²p th§u x¤.

D¾ nhi¶n th§u x¤ r−c°p vîi cì sð (U,V) th¼ công l  th§u x¤ (n−
r − 1)−c°p vîi cì sð (V,U). N¸u chån möc ti¶u {A1, . . . , An+1;E}
sao cho A1, . . . , Ar+1 ∈ U, Ar+2, . . . , An+1 ∈ V th¼ ma trªn cõa f câ
d¤ng 

p 0 . . . 0
0 p . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . p

0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 0

0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 0

q 0 . . . 0
0 q . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . q


,

�â l  ma trªn ch²o, câ r+1 sè p v  n− r sè q tr¶n �÷íng ch²o. Khi
p = q ph²p th§u x¤ f l  ¡nh x¤ �çng nh§t.

�ành lþ 3.2.3.9. N¸u ph²p th§u x¤ c°p (U, V ) kh¡c ph²p �çng nh§t
th¼ méi �iºm M /∈ U ∪ V câ £nh M ′ ̸=M v  �÷íng th¯ng MM ′ ct
U, V t¤i hai �iºm X, Y thäa m¢n (MM ′XY ) = k khæng phö thuëc
v o và tr½ M . Sè k �÷ñc gåi l  t¿ sè th§u x¤.

Chùng minh. Gi£ sû f l  ph²p th§u x¤ r−c°p (U, V ). Chån möc
ti¶u �º ma trªn cõa ph²p th§u x¤ câ d¤ng tr¶n. Gi£ sû �iºm M =

(x1, . . . , xr+1, xr+2, . . . , xn+1). N¸u M khæng n¬m tr¶n U v  V th¼
trong c¡c sè x1, . . . , xr+1 ph£i câ ½t nh§t mët sè kh¡c 0 v  trong
c¡c sè xr+2, . . . , xn+1 ph£i câ ½t nh§t mët sè kh¡c 0. Ta câ M ′ =

(px1, . . . , pxr+1, qxr+2, . . . , qxn+1). �iºm X n¬m tr¶n MM ′ n¶n ta
câ tåa �ë cõa X : [X] = k[M ] + l [M ′]. M°t kh¡c X n¬m tr¶n
U n¶n tåa �ë cõa nâ ph£i thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh cõa U , do �â
kxj + lqxj = 0, j = r + 2, . . . , n + 1. V¼ câ ½t nh§t mët xj ̸= 0 n¶n
k + lq = 0. Ta l§y k = 1 v  l = −q, [X] = −q[M ] + [M ′]. T÷ìng tü,
�÷íng th¯ng MM ′ ct V t¤i �iºm Y m 

[Y ] = −p[M ] + [M ′] .
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Tø �â suy ra
(MM ′XY ) = −p : −q = p : q

v  do �â khæng phö thuëc v o M .

f2) Ph²p th§u x¤ �ìn

Ph²p x¤ £nh f : Pn → Pn câ mët si¶u ph¯ng gçm to n �iºm
k²p �÷ñc gåi l  ph²p th§u x¤ �ìn, si¶u ph¯ng �÷ñc gåi l  cì sð cõa
ph²p th§u x¤ �ìn. Ph²p th§u x¤ �ìn câ �iºm k²p khæng thuëc cì sð
ch½nh l  th§u x¤ (n− 1)−c°p.

�ành lþ 3.2.3.10. Måi ph²p th§u x¤ �ìn kh¡c �çng nh§t �·u câ duy
nh§t mët �iºm b§t �ëng O sao cho måi �÷íng th¯ng qua O �·u b§t
�ëng. �iºm O �÷ñc gåi l  t¥m

Chùng minh. Gåi V l  cì sð cõa th§u x¤ �ìn f . X²t möc ti¶u
{A1, . . . , An+1;E} trong �âA2, . . . , An+1 ∈ V . �iºm E0 = (0, 1, . . . , 1)

công b§t �ëng n¶n ma trªn cõa f �èi vîi möc ti¶u câ d¤ng
a1 0 . . . 0
a2 a . . . 0
...

... . . . ...
an+1 0 . . . a

 .

�º þ r¬ng c¡c sè a1 − a, a2, . . . , an+1 khæng �çng thíi b¬ng 0, v¼
tr¡i l¤i f l  ph²p �çng nh§t. X²t �iºm O = (a1 − a, a2, . . . , an+1).
D¹ th§y r¬ng O l  �iºm b§t �ëng. L§y mët �÷íng th¯ng d b§t ký
qua O, ta chùng minh d l  �÷íng th¯ng b§t �ëng. Gi£ sû X =

(x1, . . . , xn+1) ∈ d. �nh X ′ cõa �iºm X câ tåa �ë

X ′ = (a1x1, a2x1 + ax2, . . . , an+1x1 + axn+1) ,

suy ra X ′ = aX + x1O ∈ d. Do �â f(d) = d. �iºm O vîi t½nh ch§t
tr¶n l  duy nh§t v¼ tr¡i l¤i f s³ l  ph²p �çng nh§t.

- N¸u �iºm b§t �ëng O nâi trong �ành lþ tr¶n khæng thuëc si¶u
ph¯ng cì sð th¼ ph²p th§u x¤ �ìn công l  ph²p th§u x¤ 0−c°p.
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- N¸u O thuëc cì sð th¼ ph²p th§u x¤ �ìn f khæng l  th§u x¤
0−c°p, trong tr÷íng hñp n y cán gåi f l  th§u x¤ �ìn �°c bi»t.

f3) C¡c ph²p th§u x¤ trong P2,P3

C¡c ph²p th§u x¤ trong P2,P3 �÷ñc mæ t£ trüc quan d÷îi �¥y.

- Ph²p th§u x¤ 0−c°p (O, V ) trong P2 (H¼nh 3.11).

H¼nh 3.11

- Ph²p th§u x¤ �ìn �°c bi»t trong P2 (H¼nh 3.12)

H¼nh 3.12
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- Ph²p th§u x¤ 0−c°p trong P3 (H¼nh 3.13).

H¼nh 3.13

- Ph²p th§u x¤ �ìn �°c bi»t trong P3 (H¼nh 3.14).

H¼nh 3.14

- Ph²p th§u x¤ 1−c°p (d, d′) trong P3 (H¼nh 3.15).

221



H¼nh 3.15

f4) Li¶n h» vîi c¡c ph²p afin tr¶n An = Pn\Pn−1

- Gi£ sû f l  ph²p th§u x¤ 0−c°p kh¡c ph²p �çng nh§t câ cì sð
l  (O,V), trong �â O l  mët �iºm cõa khæng gian v  V l  mët si¶u
ph¯ng v  gi£ sû t¿ sè th§u x¤ l  k.

+ N¸u chån V l m si¶u ph¯ng væ tªn v  x²t khæng gian afinAn =

Pn\V . M l  mët �iºm cõa An kh¡c O. Khi �â ta câ (MM ′O) = k,
tùc

−−→
OM = k

−−→
OM ′, hay

−−→
OM ′ = 1

k

−−→
OM . Do �â f|An l  ph²p và tü t¥m

O t¿ sè 1
k
.

+ N¸u chån mët si¶u ph¯ng W �i qua O l m si¶u ph¯ng væ tªn,
th¼ W b§t bi¸n qua f . N¸u M l  �iºm khæng thuëc V v  câ £nh
M ′ th¼ trong khæng gian afin An = Pn\W �÷íng th¯ng MM ′ câ
ph÷ìng khæng �êi (x¡c �ành bði �iºm væ tªn O). Gåi B l  giao �iºm
cõa MM ′ vîi V ta câ (M ′MB) = (M ′MBO) = (MM ′OB) = k. Do
�â f|An l  ph²p th§u x¤ afin t¿ sè k vîi n·n l  V \W .

- Gi£ sû f l  ph²p th§u x¤ �ìn �°c bi»t câ cì sð l  si¶u ph¯ng V
v  t¥m th§u x¤ l  �iºm O n¬m tr¶n V . N¸u l§y hai c°p �iºm t÷ìng
ùng M,M ′ v  N,N ′ th¼ hai �÷íng th¯ng MM ′ v  NN ′ �i qua O v 
hai �÷íng th¯ng MN,M ′N ′ ct nhau t¤i mët �iºm I n¬m tr¶n V .
Bði vªy n¸u l§y V l m si¶u ph¯ng væ tªn th¼ trong An = Pn\V ta câ
MN//M ′N ′ v  MM ′//NN ′, tùc

−−−→
MM ′ =

−−→
NN ′. Do �â f|An l  mët

ph²p tành ti¸n.
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3.3 Si¶u m°t bªc hai

3.3.1 Si¶u m°t bªc hai v  ph¥n lo¤i x¤ £nh cõa
chóng

a) �ành ngh¾a si¶u m°t bªc hai

�ành ngh¾a 3.3.1.1. Trong khæng gian x¤ £nh Pn vîi mët möc
ti¶u x¤ £nh �¢ chån, tªp hñp t§t c£ nhúng �iºm X m  tåa �ë
(x1, x2, . . . , xn+1) cõa chóng thäa m¢n mët ph÷ìng tr¼nh bªc hai
câ d¤ng:

f (x1, x2, . . . , xn+1) =
n+1∑
i,j=1

aijxixj = 0, (3.5)

vîi c¡c h» sè aij = aji v  c¡c aij ∈ R khæng �çng thíi b¬ng 0 �÷ñc
gåi l  mët si¶u m°t bªc hai cõa Pn. Khi �â (3.5) �÷ñc gåi l  ph÷ìng
tr¼nh cõa si¶u m°t bªc hai �èi vîi möc ti¶u �¢ chån. N¸u kþ hi»u

A =


a11 a12 . . . a1n+1

a21 a22 . . . a2n+1
...

... . . . ...
an+11 an+12 . . . an+1n+1

 , (3.6)

th¼ ph÷ìng tr¼nh tr¶n câ thº vi¸t d÷îi d¤ng ma trªn nh÷ sau:

[x]TA[x] = 0.

trong �â [x] l  ma trªn cët tåa �ë cõa �iºm X.

Ma trªn A �÷ñc gåi l  ma trªn cõa si¶u m°t bªc hai �¢ cho. Ta
câ A = AT v  h¤ng cõa A lîn hìn ho°c b¬ng 1.

N¸u detA ̸= 0 ta nâi si¶u m°t bªc hai khæng suy bi¸n, n¸u detA =

0 ta nâi si¶u m°t bªc hai suy bi¸n.

Si¶u m°t bªc hai trong P2 cán gåi l  �÷íng bªc hai v  si¶u m°t
bªc hai trong P3 cán gåi l  m°t bªc hai.

223



V½ dö 3.3.1.2. Trong P2 cho si¶u m°t bªc hai S câ ph÷ìng tr¼nh

x21 − 2x1x2 + 3x22 + 2x1x3 − x23 = 0.

Ta câ A =

 1 −1 1
−1 3 0
1 9 −1

, det A ̸= 0, do �â S khæng suy bi¸n.

Nhªn x²t 3.3.1.3. + �ành ngh¾a si¶u m°t bªc hai v  si¶u m°t bªc
hai khæng suy bi¸n khæng phö thuëc v o vi»c chån möc ti¶u tåa �ë.
Thªt vªy, n¸u dòng ph²p bi¸n �êi tåa �ë [x] = B [x′] trong �â B l 
ma trªn vuæng c§p n+1 khæng suy bi¸n th¼ si¶u m°t bªc hai (2) câ
ph÷ìng tr¼nh �èi vîi möc ti¶u mîi l :

(B [x′])
T
AB [x′] = 0 ⇔ [x′]

T
BTAB [x′] = 0,

trong �â ma trªn A′ = BTAB l  ma trªn cõa si¶u m°t bªc hai �èi
vîi möc ti¶u mîi. A′ khæng suy bi¸n khi v  ch¿ khi A khæng suy bi¸n.

+ Công tø biºu thùc tåa �ë, suy ra qua mët ph²p bi¸n �êi x¤
£nh mët si¶u m°t bªc hai cõa Pn câ £nh l  mët si¶u m°t bªc hai.
Nâi c¡ch kh¡c si¶u m°t bªc hai l  mët kh¡i ni»m x¤ £nh. Hìn núa,
kh¡i ni»m "suy bi¸n" hay "khæng suy bi¸n" cõa mët si¶u m°t bªc
hai l  nhúng kh¡i ni»m x¤ £nh.

b) Giao �iºm cõa si¶u m°t bªc hai vîi �÷íng th¯ng

Trong Pn(n > 1) vîi möc ti¶u x¤ £nh cho tr÷îc, cho si¶u m°t
bªc hai (S) câ ph÷ìng tr¼nh:

[x]TA[x] =
n+1∑
i,j=1

aijxixj = 0

v  �÷íng th¯ng x¡c �ành bði hai �iºm U (ui) v  V (vi) ph¥n bi»t câ
ph÷ìng tr¼nh:

xi = λui + µvi, i = 1, 2, . . . , n+ 1.
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�º t¼m giao �iºm cõa �÷íng th¯ng v  si¶u m°t bªc hai ta c¦n gi£i
ph÷ìng tr¼nh: ∑n+1

i,j=1 aij (λui + µvi) (λuj + µvj) = 0 (3.7)

⇒ Pλ2 + 2Qλµ+Rµ2 = 0, (3.8)

trong �â

P = [u]TA[u] =
n+1∑
i,j=1

aijuiuj,

Q = [u]TA[v] =
n+1∑
i,j=1

aijuivj,

R = [v]TA[v] =
n+1∑
i,j=1

aijvivj.

Méi c°p sè (λ, µ) khæng �çng thíi b¬ng 0 nghi»m ph÷ìng tr¼nh (3.8)
cho ta mët giao �iºm c¦n t¼m. Ta x²t c¡c tr÷íng hñp:

i) Tr÷íng hñp Q2 − PR ̸= 0 :

+ Gi£ sû P ̸= 0, khi �â n¸u µ = 0 th¼ Pλ2 = 0, ta câ λ = 0

khæng thäa m¢n �i·u ki»n (λ, µ) ̸= (0, 0), bði vªy ta x²t µ ̸= 0. Chia
hai v¸ cõa ph÷ìng tr¼nh (3.8) cho µ2 ta câ:

P

(
λ

µ

)2

+ 2Q

(
λ

µ

)
+R = 0.

Ta �÷ñc mët ph÷ìng tr¼nh bªc hai �èi vîi
λ

µ
. V¼ Q2 − PR ̸= 0 n¶n

ph÷ìng tr¼nh bªc hai �â câ hai nghi»m ph¥n bi»t. N¸u hai nghi»m
�â l  thüc th¼ ta �÷ñc hai giao �iºm thüc. N¸u hai nghi»m �â l 
phùc li¶n hñp ta �÷ñc hai giao �iºm l  £o li¶n hñp.

+ N¸u P = 0 tùc l  [u]TA[u] = 0, khi �â �iºm U thuëc si¶u m°t
bªc hai. V¼ Q2 − PR ̸= 0 v  P = 0 n¶n ta suy ra Q ̸= 0 v  ph÷ìng
tr¼nh (3.8) câ d¤ng

2Qλµ+Rµ2 = 0 ⇔ (2Qλ+Rµ)µ = 0.
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Ta câ mët nghi»m l  (λ, 0) v  �â ch½nh l  �iºm U ùng vîi µ = 0. �º
t¼m nghi»m thù hai ta gi£ thi¸t µ ̸= 0 v  �÷ñc ph÷ìng tr¼nh:

2Q
λ

µ
+R = 0.

Ph÷ìng tr¼nh n y luæn cho ta mët nghi»m l  giao �iºm thù hai
kh¡c vîi U .

Tâm l¤i n¸u Q2 − PR ̸= 0 �÷íng th¯ng UV s³ ct si¶u m°t bªc
hai (S) t¤i hai �iºm ph¥n bi»t ho°c hai �iºm £o li¶n hñp.

ii) Tr÷íng hñp Q2 − PR = 0. Gi£ sû mët trong c¡c sè P,Q,R kh¡c
0 �º cho ph÷ìng tr¼nh bªc hai tçn t¤i, khi �â ph÷ìng tr¼nh t¼m giao
�iºm (3.8) ch¿ câ mët nghi»m duy nh§t v  do �â �÷íng th¯ng UV
v  si¶u m°t bªc hai (S) câ mët giao �iºm k²p duy nh§t. Ta nâi r¬ng
�÷íng th¯ng UV ti¸p xóc vîi si¶u m°t bªc hai (S).

iii) Tr÷íng hñp P = Q = R = 0. Trong tr÷íng hñp n y måi c°p
(λ, µ) �·u nghi»m ph÷ìng tr¼nh (3.8) n¶n to n bë �÷íng th¯ng UV
�·u thuëc si¶u m°t bªc hai. Ta nâi r¬ng �÷íng th¯ng UV l  mët
�÷íng sinh cõa si¶u m°t bªc hai (S).

V½ dö 3.3.1.4. T¼m giao �iºm cõa si¶u m°t bªc hai (S) :

x21 + 2x22 − 3x1x2 − x1x3 + x2x3 = 0,

v  �÷íng th¯ng d 
x1 = 2t1 − t2
x2 = t1
x3 = −t1 + t2

.

Gi£i. Thay xi tø ph÷ìng tr¼nh cõa d v o ph÷ìng tr¼nh cõa (S) ta
�i �¸n ph÷ìng tr¼nh

t21 − 3t1t2 + 2t22 = 0.

Gi£i ph÷ìng tr¼nh tr¶n ta �÷ñc
t1
t2

= 1 ho°c
t1
t2

= 2. L§y t1 = t2 = 1

v  t1 = 2, t2 = 1 v  thay v o ph÷ìng tr¼nh cõa d, ta �÷ñc tåa �ë hai
giao �iºm cõa (S) v  d l  (1, 1, 0) v  (3, 2,−1).

226



Chó þ 3.3.1.5. Câ thº chùng minh �÷ñc r¬ng, giao cõa mët si¶u
m°t bªc hai (S) v  mët m−ph¯ng Pm l  mët si¶u m°t bªc hai trong
Pm ho°c l  to n bë Pm (m−ph¯ng chùa trong si¶u m°t bªc hai).
Nâi ri¶ng, khi m = 1 ta �¢ nhªn �÷ñc k¸t qu£ v· giao cõa �÷íng
th¯ng v  si¶u m°t bªc hai ð tr¶n.

c) Ph¥n lo¤i x¤ £nh c¡c si¶u m°t bªc hai trong khæng gian
x¤ £nh

�ành lþ 3.3.1.6. Vîi måi si¶u m°t bªc hai (S) cõa khæng gian x¤
£nh Pn, ta luæn câ thº t¼m �÷ñc mët möc ti¶u x¤ £nh, sao cho �èi
vîi möc ti¶u �â ph÷ìng tr¼nh (S) câ d¤ng:

x21 + x22 + . . .+ x2k − x2k+1 − . . .− x2r = 0 (3.9)

trong �â r ≤ n+ 1 v  k ≥ r

2
.

(ta luæn câ thº gi£ sû k ≥ r

2
tùc l  sè c¡c h» sè d÷ìng lîn hìn hay

b¬ng sè c¡c h» sè ¥m, bði v¼ n¸u x£y ra tr÷íng hñp ng÷ñc l¤i ta ch¿
c¦n nh¥n 2 v¸ cõa ph÷ìng tr¼nh 3.9 vîi −1).

Chùng minh. Gi£ sû si¶u m°t bªc hai (S) câ ph÷ìng tr¼nh �èi vîi
möc ti¶u cho tr÷îc l :

n+1∑
i,j=1

aijaixj = 0.

V¸ ph£i cõa ch÷ìng tr¼nh tr¶n l  mët d¤ng to n ph÷ìng. Ta bi¸t
r¬ng luæn câ thº t¼m �÷ñc mët ph²p �êi bi¸n tuy¸n t½nh, khæng suy
bi¸n [x′] = B[x] sao cho d¤ng to n ph÷ìng �â bi¸n th nh d¤ng to n
ph÷ìng chu©n tc:

x′21 + x′
′2
2 + . . .+ x′2k − x′2k+1 − . . .− x′

′2
r .

Ta xem méi ph²p �êi bi¸n tuy¸n t½nh công l  mët ph²p bi¸n �êi tåa
�ë x¤ £nh x¡c �ành bði hai möc ti¶u x¤ £nh. Do �â �èi vîi möc ti¶u
x¤ £nh mîi ph÷ìng tr¼nh si¶u m°t bªc hai (S) câ d¤ng chu©n tc
(3.9).
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Mët ph÷ìng tr¼nh chu©n tc nh÷ th¸ s³ �÷ñc x¡c �ành bði c°p
sè (k, r) trong �â k l  sè c¡c h» sè d÷ìng v  r l  sè c¡c h» sè kh¡c
0. V¼ k v  r b§t bi¸n qua ph²p �êi tåa �ë, méi si¶u m°t bªc hai (S)
ch¿ câ mët ph÷ìng tr¼nh d¤ng chu©n tc ho n to n x¡c �ành.

�ành ngh¾a 3.3.1.7. Hai si¶u m°t bªc hai �÷ñc gåi l  còng thuëc
mët lo¤i n¸u chóng câ ph÷ìng tr¼nh chu©n tc gièng nhau, ngh¾a l 
c°p sè (k, r) cõa c¡c ph÷ìng tr¼nh chu©n tc cõa hai si¶u m°t bªc
hai �â tròng nhau.

�ành lþ 3.3.1.8. �i·u ki»n c¦n v  �õ �º hai si¶u m°t bªc hai (S1)

v  (S2) t÷ìng �÷ìng x¤ £nh vîi nhau l  chóng thuëc còng mët lo¤i.

Chùng minh. Gi£ sû hai si¶u m°t bªc hai (S1) v  (S2) t÷ìng �÷ìng
x¤ £nh ngh¾a l  câ mët ph²p bi¸n �êi x¤ £nh f sao cho f (S1) = S2.

Chån möc ti¶u x¤ £nh {Ai;E} sao cho �èi vîi möc ti¶u �â ph÷ìng
tr¼nh cõa (S1) câ d¤ng chu©n tc. Gåi {A′

i;E
′} l  £nh cõa möc ti¶u

nâi tr¶n qua ph²p bi¸n �êi x¤ £nh f . Khi �â ph÷ìng tr¼nh cõa (S2)

�èi vîi möc ti¶u x¤ £nh {A′
i;E

′} ho n to n gièng nh÷ ph÷ìng tr¼nh
cõa (S1) �èi vîi möc ti¶u {Ai;E}. Vªy (S1) v  (S2) thuëc còng mët
lo¤i.

Ng÷ñc l¤i gi£ sû si¶u m°t ph¯ng bªc hai (S1) �èi vîi möc ti¶u
{Ai;E} v  si¶u m°t ph¯ng bªc hai (S2) �èi vîi möc ti¶u {A′

i;E
′} câ

ph÷ìng tr¼nh chu©n tc ho n to n gièng nhau, ngh¾a l  thuëc còng
mët lo¤i. Gåi f l  ph²p bi¸n �êi x¤ £nh x¡c �ành bði hai möc ti¶u
x¤ £nh nâi tr¶n bi¸n {Ai;E} th nh {A′

i;E
′}. Khi �â (S1) s³ bi¸n

th nh (S ′
1) v  (S ′

1) câ ph÷ìng tr¼nh �èi vîi möc ti¶u {A′
i;E

′} gièng
h»t ph÷ìng tr¼nh cõa (S1) �èi vîi möc ti¶u {Ai;E}, tùc l  gièng
nh÷ ph÷ìng tr¼nh cõa (S2) �èi vîi möc ti¶u {A′

i;E
′}. Vªy (S ′

1) tròng
vîi (S2). Do �â f (S1) = (S2), ngh¾a l  (S1) v  (S2) t÷ìng �÷ìng x¤
£nh.

Düa v o ph÷ìng tr¼nh chu©n tc cõa si¶u m°t bªc hai ta câ thº
ph¥n lo¤i tªp hñp t§t c£ c¡c si¶u m°t bªc hai (S) trong Pn theo c°p
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sè (k, r). Méi lo¤i �÷ñc �°c tr÷ng b¬ng c°p sè (k, r) n¶n ta gåi chóng
l  lo¤i (k, r).

(i) Lo¤i khæng suy bi¸n:

* Lo¤i (n+ 1, n+ 1) :

x21 + x22 + . . .+ x2n+1 = 0. (3.10)

Lo¤i n y �÷ñc gåi l  si¶u m°t tr¡i xoan khæng v¼ nâ khæng chùa �iºm
thüc n o.

* Lo¤i (n, n+1):

x21 + x22 + . . .+ x2n − x2n+1 = 0. (3.11)

Lo¤i n y �÷ñc gåi l  si¶u m°t tr¡i xoan.

* Lo¤i (k, n+ 1) vîi k ≤ n− 1:

x21 + x22 + . . .+ x2k − x2k+1 − . . .− x2n+1 = 0. (3.12)

Ta gåi lo¤i n y si¶u m°t k´. V¼
n+ 1

2
≤ k ≤ n − 1 n¶n ta suy ra

n ≥ 3. Vªy vîi n < 3 th¼ khæng câ c¡c si¶u m°t k´. Ph÷ìng tr¼nh
cõa si¶u m°t k´ t÷ìng �÷ìng vîi ph÷ìng tr¼nh sau �¥y:

(x1 − xk+1) (x1 + xk+1) + . . .+ (xm − xn+1) (xm + xn+1)+

+x2m+1 + . . .+ x2k = 0.

Tø ph÷ìng tr¼nh n y ta câ thº lªp �÷ñc hå (n − k)−ph¯ng,
chóng �÷ñc gåi l  (n − k)−ph¯ng sinh cõa m°t k´ �¢ cho. Câ thº
t¼m th§y nhi·u hå (n− k)−ph¯ng sinh kh¡c núa b¬ng c¡ch lªp c¡c
h» k ph÷ìng tr¼nh bªc nh§t v  méi h» k ph÷ìng tr¼nh �â x¡c �ành
mët (n− k)−ph¯ng sinh.

(ii) Lo¤i suy bi¸n (k, r) vîi r < n+ 1.

Si¶u m°t bªc hai (S) câ c¡c lo¤i:

x21 + x22 + . . .+ x2k − x2k+1 − . . .− x2r = 0, (3.13)

trong �â r < n+ 1 v 
r

2
≤ k ≤ r.
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+ Tr÷íng hñp k < r. Ta gåi lo¤i n y l  si¶u nân. Trong tr÷íng
hñp n y v¼ detA = 0 n¶n ma trªn A cõa si¶u m°t bªc hai suy bi¸n.
Khi �â ph÷ìng tr¼nh A[x] = 0 câ nghi»m khæng t¦m th÷íng x¡c
�ành mët (n− r)−ph¯ng Q, thuëc si¶u nân bªc hai v¼ ta câ:

[x]TA[x] = 0.

Ta gåi Q l  (n− r)−ph¯ng cho bði ph÷ìng tr¼nh:

xi = 0 vîi i = 1, 2, . . . , r.

Sè chi¸u lîn nh§t cõa Q l  n− 1 v  sè chi¸u b² nh§t cõa Q l  0, tùc
Q l  mët �iºm.

Ta h¢y chùng minh r¬ng n¸u M l  mët �iºm cõa si¶u nân nh÷ng
khæng n¬m tr¶n Q th¼ �÷íng th¯ng nèi M vîi mët �iºm X tòy þ
cõa Q �·u n¬m tr¶n si¶u nân.

Thªt vªy, gi£ sû si¶u nân câ ph÷ìng tr¼nh:

x21 + x22 + . . .+ x2k − x2k+1 − . . .− x2r = 0, (3.14)

vîi
r

2
≤ k < r v  r < n+1. V¼M (m1,m2, . . . ,mn+1) thuëc si¶u nân

n¶n:

k∑
i=1

m2
i −

r∑
i=k+1

m2
i = 0. (3.15)

X (x1, x2, . . . , xn+1) thuëc (n− r)−ph¯ng Q n¶n:

x1 = x2 = . . . = xr = 0. (3.16)

Måi �iºm cõa �÷íng th¯ng MX câ tåa �ë (ξ1, ξ2, . . . , ξn+1),

ξi = λmi + µxi, i = 1, 2, . . . , n+ 1,

trong �â λ, µ khæng �çng thíi b¬ng 0.
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Ta câ :

k∑
i=1

ξ2i −
k∑

i=k+1

ξ2i =
k∑

i=1

(λmi − µxi)
2 −

k∑
i=k+1

(λmi − µxi)
2

= λ2

[
k∑

i=1

m2
i −

k∑
i=k+1

m2
i

]
+ µ2

[
k∑

i=1

x2i −
k∑

i=k+1

x2i

]
+

+2λµ

[
k∑

i=1

mixi −
k∑

i=k+1

mixi

]
= 0 (theo (3.15) v  (3.16)).

Vªy �iºm (ξ1, ξ2, . . . , ξn+1) n¬m tr¶n si¶u nân v  do �â �÷íng th¯ng
MX công n¬m tr¶n si¶u nân. V¼ l½ do �â n¶n ng÷íi ta nâi r¬ng si¶u
nân câ �¿nh l  (n− r)−ph¯ng Q.

+ Tr÷íng hñp k = r. Si¶u m°t bªc hai câ ph÷ìng tr¼nh: x21 +
x22 + . . .+ x2r = 0 v  �÷ñc gåi l  si¶u nân £o.

C«n cù v o ph÷ìng tr¼nh chu©n tc ta công câ sü ph¥n lo¤i sau
c¡c si¶u m°t bªc hai trong c¡c khæng gian x¤ £nh câ chi·u th§p d÷îi
�¥y.

+ Trong P1 ta câ 3 lo¤i si¶u m°t bªc hai:
1. x21 + x22 = 0 2 �iºm £o li¶n hñp.
2. x21 − x22 = 0 2 �iºm thüc.
3. x21 = 0 2 �iºm thüc tròng nhau.

+ Trong P2 ta câ 5 lo¤i sau �¥y:

1. x21 + x22 + x23 = 0 �÷íng tr¡i xoan khæng (v¼ khæng chùa �iºm
thüc n o).

2. x21 + x22 − x23 = 0 �÷íng conic hay �÷íng tr¡i xoan.

3. x21 + x22 = 0 c°p �÷íng th¯ng £o li¶n hñp câ tåa �ë [i, 1, 0] v 
[−i, 1, 0].

4. x21−x22 = 0 c°p �÷íng th¯ng thüc ph¥n bi»t câ tåa �ë [1, 1, 0] v 
[−1, 1, 0].

5. x21 = 0 c°p �÷íng th¯ng tròng nhau câ tåa �ë [1, 0, 0].

+ Trong P3 ta câ 8 lo¤i sau �¥y:

231



1. x21 + x22 + x23 + x24 = 0 m°t tr¡i xoan khæng.
2. x21 + x22 + x23 − x24 = 0 m°t tr¡i xoan.
3. x21 + x22 − x23 − x24 = 0 m°t k´ bªc hai, m°t lo¤i n y chùa

hai hå �÷íng th¯ng:

(d) :

{
λ (x1 + x3) = µ (x4 + x2)
µ (x1 − x3) = λ (x4 − x2)

. (3.17)

(d′) :

{
λ (x1 + x3) = µ (x4 − x2)
µ (x1 − x3) = λ (x4 + x2)

. (3.18)

Vîi måi c°p λ, µ khæng �çng thíi b¬ng 0 h» (3.17) v  (3.18) cho
ta hai �÷íng th¯ng n¬m tr¶n m°t k´ bªc hai nâi tr¶n. Công câ thº
th§y r¬ng qua méi �iºm cõa m°t k´ �â ta câ mët �÷íng th¯ng cõa
hå (3.17) v  mët �÷íng th¯ng cõa hå (3.18). Bði vªy câ thº xem hai
hå cõa �÷íng th¯ng (3.17) v  (3.18) nâi tr¶n sinh ra m°t bªc hai.
Ta gåi �â l  hai hå �÷íng sinh th¯ng cõa m°t k´ bªc hai.
4. x21 + x22 + x23 = 0 m°t nân £o.
5. x21 + x22 − x23 = 0 m°t nân bªc hai.
6. x21 + x22 = 0 c°p m°t ph¯ng £o li¶n hñp.
7. x21 − x22 = 0 c°p m°t ph¯ng thüc.
8. x21 = 0 c°p m°t ph¯ng thüc tròng nhau.

d) Si¶u m°t bªc hai trong khæng gian afin An = Pn\Pn−1

d1) Si¶u m°t bªc hai trong khæng gian n chi·u

Trong Pn �èi vîi möc ti¶u x¤ £nh cho tr÷îc cho si¶u m°t bªc hai
(S) câ ph÷ìng tr¼nh:

n+1∑
i,j=1

aijxixj = 0

v  si¶u ph¯ng Pn−1 câ ph÷ìng tr¼nh xn+1 = 0. X²t tªp hñp c¡c �iºm
cõa si¶u m°t bªc hai (S) n¬m trong An = Pn\Pn−1, ngh¾a l  tªp
hñp c¡c �iºm X thuëc (S) câ tåa �ë thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh �¢ cho
cõa (S) vîi �i·u ki»n xn+1 ̸= 0. Ta câ thº vi¸t ph÷ìng tr¼nh cõa
(S) d÷îi d¤ng sau �¥y b¬ng c¡ch chia hai v¸ cõa ph÷ìng tr¼nh cho
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xn+1xn+1 :

n∑
i,j=1

aijXiXj + 2
n∑

i=1

ain+1Xi + an+1n+1 = 0.

vîi Xi =
xi
xn+1

; i = 1, 2, . . . , n.

Ta nhªn th§y vîi tåa �ë afin (tùc tåa �ë x¤ £nh khæng thu¦n
nh§t) ph÷ìng tr¼nh cõa (S) trð th nh ph÷ìng tr¼nh têng qu¡t cõa
si¶u m°t bªc hai trong khæng gian afin An, tùc (S)\Pn−1 l  mët si¶u
m°t bªc hai trong An. Hìn núa, si¶u m°t bªc hai afin l  khæng suy
bi¸n khi v  ch¿ khi si¶u m°t bªc hai x¤ £nh l  khæng suy bi¸n.

Ng÷ñc l¤i, méi si¶u m°t bªc hai trong An �·u nhªn �÷ñc tø mët
si¶u m°t bªc hai trong Pn sau khi bä �i c¡c �iºm thuëc Pn−1 (c¡c
�iºm væ tªn).

Ph÷ìng tr¼nh ti»m cªn cõa mët si¶u m°t bªc hai (S) trong khæng
gian afin An l  ph÷ìng c⃗ (c1, c2, . . . , cn) sao cho

n∑
i,j=1

aijcicj = 0.

Do �â vectì c⃗ (c1, c2, . . . , cn) ̸= 0⃗ l  ph÷ìng ti»m cªn cõa si¶u m°t
bªc hai (S) trong An = Pn\Pn−1 khi v  ch¿ khi (c1, c2, . . . , cn, 0) l 
nghi»m kh¡c (0, 0, . . . , 0) cõa h» sau:{ ∑n+1

i,j=1 aijxixj = 0

xn+1 = 0
.

Vªy ph÷ìng ti»m cªn cõa si¶u m°t bªc hai trong An t÷ìng ùng vîi
giao �iºm cõa si¶u m°t bªc hai trong Pn vîi si¶u ph¯ng væ tªn Pn−1

(�iºm væ tªn cõa si¶u m°t bªc hai).

d2) �÷íng conic trong A2 = P2\P1

Trong m°t ph¯ng x¤ £nh P2 vîi möc ti¶u x¤ £nh {A1, A2, A3;E}
ta x²t �÷íng conic (S) câ ph÷ìng tr¼nh:

x21 + x22 − x23 = 0.
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+ X²t m°t ph¯ng afin sinh ra bði m°t ph¯ng x¤ £nh P2 sau khi
bä �i �÷íng th¯ng væ tªn câ ph÷ìng tr¼nh x3 = 0. Chuyºn sang tåa
�ë afin (X1, X2) b¬ng c¡ch chia hai v¸ cõa ph÷ìng tr¼nh conic (S)
cho x23 ta câ:

X2
1 +X2

2 − 1 = 0

vîi Xi =
xi
x3

; i = 1, 2. Ta th§y �â ch½nh l  �÷íng elip trong A2 (chó

þ r¬ng trong tr÷íng hñp n y �÷íng conic khæng ct �÷íng th¯ng
x3 = 0 v¼ h» ph÷ìng tr¼nh{

x21 + x22 − x23 = 0
x3 = 0

væ nghi»m).

+ B¬ng c¡ch ho¡n và c¡c �¿nh cõa möc ti¶u tåa �ë ta �÷a ph÷ìng
tr¼nh conic (S) v· d¤ng: x21 − x22 + x23 = 0.

Khi �â �÷íng th¯ng væ tªn x3 = 0 ct conic t¤i hai �iºm (1, 1, 0)

v  (1,−1, 0). Nhúng �iºm cán l¤i cõa �÷íng conic câ ph÷ìng tr¼nh
�èi vîi tåa �ë afin l :

X2
1 −X2

2 + 1 = 0, vîi Xi =
xi
x3

; i = 1, 2.

�¥y ch½nh l  ph÷ìng tr¼nh cõa �÷íng hypebol.

+ B¬ng ph²p bi¸n �êi tåa �ë:
x1 = x′1

x2 =
1

2
(x′2 − x′3)

x3 =
1

2
(x′2 + x′3)

khi �â conic x21 + x22 − x23 = 0 trð th nh

x′21 +

[
1

2
(x′2 − x′3)

]2
−
[
1

2
(x′2 + x′3)

]2
= x′21 − x′2x

′
3 = 0.

Chån x′3 = 0 l m �÷íng th¯ng væ tªn ta th§y �÷íng conic khi �â
ti¸p xóc vîi �÷íng th¯ng x′3 = 0 t¤i �iºm (0, 1, 0). Nhúng �iºm cán
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l¤i cõa conic câ ph÷ìng tr¼nh �èi vîi tåa �ë afin l :

X2
1 −X2 = 0, vîi Xi =

x′i
x′3

; i = 1, 2.

�¥y ch½nh l  ph÷ìng tr¼nh cõa �÷íng parabol.

K¸t luªn. N¸u conic khæng ct �÷íng th¯ng væ tªn (hay ct t¤i hai
�iºm £o li¶n hñp) th¼ nâ l  �÷íng elip trong m°t ph¯ng afin. Hai
ti¸p tuy¸n v³ tø mët �iºm tr¶n �÷íng th¯ng væ tªn ti¸p xóc vîi elip
t¤i hai �iºm. �÷íng th¯ng nèi hai ti¸p �iºm n y biºu thà mët �÷íng
k½nh cõa elip (H¼nh 3.16). N¸u v³ hai �÷íng k½nh cõa elip ta s³ x¡c
�ành �÷ñc t¥m cõa elip.

{
x21 + x22 − x23 = 0
x3 = 0

.

H¼nh 3.16

N¸u conic ct �÷íng th¯ng væ tªn t¤i hai �iºm thüc ta câ �÷íng
hypebol trong m°t ph¯ng afin. Hai ti¸p tuy¸n cõa conic t¤i hai giao
�iºm l  hai ti»m cªn cõa hypebol. Giao �iºm cõa hai �÷íng ti»m
cªn ch½nh l  t¥m O cõa hypebol (H¼nh 3.17).

{
x21 − x22 + x23 = 0
x3 = 0
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H¼nh 3.17

N¸u conic ti¸p xóc vîi �÷íng th¯ng væ tªn, �÷íng conic ch¿ câ
mët �iºm væ tªn, ta câ �÷íng parabol trong m°t ph¯ng afin. C¡c
�÷íng th¯ng song song vîi tröc cõa parabol �·u �çng quy t¤i �iºm
væ tªn n y (H¼nh 3.18). {

x′21 − x′2x
′
3 = 0

x′3 = 0
.

H¼nh 3.18

3.3.2 Si¶u ph¯ng �èi cüc, si¶u m°t lîp hai

a) Cüc �iºm v  si¶u ph¯ng �èi cüc
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�ành ngh¾a 3.3.2.1. Trong Pn vîi möc ti¶u x¤ £nh cho tr÷îc, cho
si¶u m°t bªc hai (S) câ ph÷ìng tr¼nh:

[x]TA[x] =
n+1∑
i,j=1

aijxixj = 0

v  �iºm U câ tåa �ë (u1, u2, . . . , un+1). X²t ph÷ìng tr¼nh:

[u]TA[x] =
n+1∑
i,j=1

aijuixj = 0.

N¸u n+1 h» sè
∑n+1

i=1 aijui vîi j = 1, 2, . . . , n + 1 khæng �çng thíi
b¬ng 0, tùc [u]TA ̸= 0 th¼ ph÷ìng tr¼nh

∑n+1
i,j=1 aijuixj = 0 l  ph÷ìng

tr¼nh cõa mët si¶u ph¯ng P. Khi �â si¶u ph¯ng P �÷ñc gåi l  si¶u
ph¯ng �èi cüc cõa �iºm U �èi vîi si¶u m°t bªc hai (S), �iºm U �÷ñc
gåi l  �iºm cüc hay cüc �iºm cõa si¶u ph¯ng P �èi vîi si¶u m°t bªc
hai (S).

V½ dö 3.3.2.2. Trong P2 �èi vîi möc ti¶u cho tr÷îc, cho mët �÷íng
bªc hai (S) câ ph÷ìng tr¼nh: 2x21 + x22 − 2x23 − 6x1x2 + 4x2x3 =

0, �iºm U câ tåa �ë (2,−1, 5) v  �÷íng th¯ng d câ ph÷ìng tr¼nh
x1 + 3x2 − 2x3 = 0.

a) T¼m si¶u ph¯ng �èi cüc cõa �iºm U �èi vîi �÷íng bªc hai (S).

b) T¼m �iºm V sao cho d l  �÷íng th¯ng �èi cüc cõa V �èi vîi (S).

Gi£i. a) Ta câ thº vi¸t ph÷ìng tr¼nh cõa �÷íng bªc hai (S) d÷îi
d¤ng [x]TA[x] = 0 nh÷ sau:

[
x1 x2 x3

]  2 −3 0
−3 1 2
0 2 −2

 x1
x2
x3

 = 0.

Do �â si¶u ph¯ng �èi cüc cõa U(2,−1, 5) câ ph÷ìng tr¼nh d¤ng
[u]TA[x] = 0 l :

[
2 −1 5

]  2 −3 0
−3 1 2
0 2 −2

 x1
x2
x3

 = 0
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hay
7x1 + 3x2 − 12x3 = 0.

b) Gi£ sû tåa �ë cõa V l  (v1, v, v3). Khi �â �÷íng th¯ng �èi cüc
cõa V câ ph÷ìng tr¼nh [v]TA[x] = 0. Th¸ th¼ d l  �÷íng th¯ng �èi
cüc cõa V khi v  ch¿ khi

[
v1 v2 v3

]  2 −3 0
−3 1 2
0 2 −2

 =
[
1 3 −2

]

hay


2v1 − 3v2 = 1,

−3v1 + v2 + 2v3 = 3,

2v2 − 2v3 = −2.

Gi£i h» tr¶n ta �÷ñc tåa �ë cõa �iºm cüc V cõa d l 
(
−2,−5

3
,−2

3

)
.

Chó þ 3.3.2.3. N¸u n + 1 h» sè
∑n+1

i=1 aijui vîi j = 1, 2, . . . , n + 1

�·u b¬ng 0, tùc [u]TA = 0, th¼ �iºm U �÷ñc gåi l  �iºm ký dà cõa
si¶u m°t bªc hai (S). Nh÷ vªy s³ khæng câ si¶u ph¯ng �èi cüc cõa
�iºm ký dà cõa (S) v¼ khæng tçn t¤i ph÷ìng tr¼nh cõa si¶u ph¯ng �â.

�ành lþ 3.3.2.4. N¸u U = (u1, u2, . . . , un+1) l  �iºm ký dà cõa (S)
th¼ (S) suy bi¸n v  �iºm U ∈ (S).

Chùng minh. Thªt vªy, gi£ sû
∑n+1

i=1 aijui = 0 vîi måi j = 1, 2, . . . , n+

1. V¼ c¡c ui khæng �çng thíi b¬ng 0 n¶n h» ph÷ìng tr¼nh:

n+1∑
i=1

aijxi = 0; j = 1, 2, . . . , n+ 1

câ nghi»m khæng t¦m th÷íng, tùc l  det[aij] = 0. Do �â si¶u m°t
bªc hai (S) suy bi¸n.

Tø
∑n+1

i=1 aijui = 0 vîi måi j = 1, 2, . . . , n+1, hay [u]TA = 0 (A =

[aij]), suy ra [u]TA[u] = 0, chùng tä r¬ng �iºm U = (u1, u2, . . . , un+1)

thuëc si¶u m°t bªc hai (S).
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Nhªn x²t 3.3.2.5. Tø �ành lþ tr¶n suy ra r¬ng, n¸u si¶u m°t bªc
hai (S) khæng suy bi¸n th¼ b§t k¼ mët �iºm n o cõa khæng gian công
câ mët si¶u ph¯ng �èi cüc �èi vîi (S).

�ành lþ 3.3.2.6. N¸u (S) l  mët si¶u m°t bªc hai khæng suy bi¸n
th¼ b§t k¼ si¶u ph¯ng n o cõa Pn công câ mët �iºm cüc duy nh§t �èi
vîi (S).

Chùng minh. Thªt vªy, gi£ sû si¶u m°t bªc hai (S) câ ph÷ìng tr¼nh

n+1∑
i,j=1

aijxixj = 0

vîi det [aij] ̸= 0, v  si¶u ph¯ng P câ ph÷ìng tr¼nh

n+1∑
j=1

cjxj = 0. (3.19)

N¸u U = (u1, u2, . . . , un+1) l  �iºm cüc cõa si¶u ph¯ng P nâi tr¶n
�èi vîi si¶u m°t bªc hai (S) th¼ ph÷ìng tr¼nh cõa P l :

n+1∑
i,j=1

aijuixj = 0. (3.20)

Tø (3.19) v  (3.20) ta suy ra:

n+1∑
i=1

aijui = cj; j = 1, 2, . . . , n+ 1.

�¥y l  mët h» n ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh câ det [aij] ̸= 0 n¶n câ
nghi»m duy nh§t l  (u1, u2, . . . , un+1) ̸= (0, 0, . . . , 0) (v¼ theo gi£
thi¸t c¡c cj khæng �çng thíi b¬ng 0). Vªy si¶u ph¯ng P câ mët �iºm
cüc U (ui) duy nh§t �èi vîi (S).

�ành lþ 3.3.2.7. N¸u �iºm V n¬m tr¶n si¶u ph¯ng �èi cüc cõa
�iºm U �èi vîi si¶u m°t bªc hai (S) th¼ �iºm U n¬m tr¶n si¶u ph¯ng
�èi cüc cõa �iºm V �èi vîi S.
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Chùng minh. Gi£ sû �èi vîi möc ti¶u �¢ cho trong Pn si¶u m°t bªc
hai (S) câ ph÷ìng tr¼nh:

[x]TA[x] = 0.

Khi �â �i·u ki»n �º cho V n¬m tr¶n si¶u ph¯ng �èi cüc cõa U l :

[u]TA[v] = 0.

Suy ra
[v]TAT [u] = 0

hay
[v]TA[u] = 0.

�¯ng thùc tr¶n chùng tä r¬ng �iºm U n¬m tr¶n si¶u ph¯ng �èi cüc
cõa V �èi vîi (S).

Nhªn x²t 3.3.2.8. Sû döng �ành lþ n y trong P2 �º chùng minh
ba �iºm A,B,C th¯ng h ng khi bi¸t ba �÷íng th¯ng �èi cüc cõa
chóng (�èi vîi mët �÷íng bªc hai) �çng quy v  ng÷ñc l¤i.

�ành lþ 3.3.2.9. C¡c kh¡i ni»m "�iºm cüc", "si¶u ph¯ng �èi cüc"
trong �ành ngh¾a n¶u ð tr¶n l  c¡c kh¡i ni»m x¤ £nh.

Chùng minh. Ta chùng minh qua ph²p bi¸n �êi x¤ £nh, �iºm cüc v 
si¶u ph¯ng �èi cüc �èi vîi si¶u m°t bªc hai l¤i bi¸n th nh �iºm cüc
v  si¶u ph¯ng �èi cüc �èi vîi si¶u m°t bªc hai.

Cho si¶u m°t bªc hai S câ ph÷ìng tr¼nh:

n+1∑
i,j=1

aijxixj = 0

hay
[x]TA[x] = 0 vîi detA ̸= 0 (A = [aij])

v  �iºm U (u1, u2, . . . , un+1) . Khi �â si¶u ph¯ng �èi cüc cõa �iºm U

câ ph÷ìng tr¼nh [u]TA[x] = 0.
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Qua bi¸n �êi x¤ £nh f câ biºu thùc tåa �ë [x] = B[x′], si¶u
m°t bªc hai S bi¸n th nh si¶u m°t bªc hai S ′ = f(S) câ ph÷ìng
tr¼nh [x′]TBTAB[x′] = 0, �iºm U bi¸n th nh �iºm f(U) = U ′ vîi
[u] = B [u′] v  si¶u ph¯ng �èi cüc cõa U bi¸n th nh si¶u ph¯ng câ
ph÷ìng tr¼nh

(B [u′])
T
A (B [x′]) = 0

hay

[u′]
T
BTAB [x′] = 0.

�¥y ch½nh l  ph÷ìng tr¼nh si¶u ph¯ng �èi cüc cõa �iºm U ′ �èi
vîi si¶u m°t bªc hai S ′.

�ành ngh¾a 3.3.2.10. Hai �iºm U, V �÷ñc gåi li¶n hñp vîi nhau
�èi vîi (S) n¸u [u]TA[v] = 0.

Ta nhªn th§y si¶u ph¯ng �èi cüc cõa U �èi vîi S bao gçm tªp
t§t c£ c¡c �iºm li¶n hñp vîi U.

�ành lþ 3.3.2.11. Gi£ sû U, V li¶n hñp vîi nhau �èi vîi S. Khi �â:

i) N¸u �÷íng th¯ng UV ct S t¤i hai �iºm ph¥n bi»t M,N (thüc
ho°c £o li¶n hñp) th¼

(UVMN) = −1.

ii) N¸u UV ct S t¤i �iºm mët �iºm duy nh§t th¼ �iºm �â ch½nh l 
U ho°c V .

Chùng minh. i) Gi£ sû �èi vîi möc ti¶u x¤ £nh �¢ cho trong Pn si¶u
m°t bªc hai (S) câ ph÷ìng tr¼nh:

[x]TA[x] = 0.
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H¼nh 3.19

N¸u �÷íng th¯ng UV ct (S) t¤i hai �iºmM,N ph¥n bi»t (H¼nh
3.19) th¼

[U ] = k1[M ] + l1[N ]

[V ] = k2[M ] + l2[N ]

v  (
k1[M ]T +

(
l1[N ]T

)
A (k2[M ] + l2[N ]) = 0 .

V¼ M,N thuëc S n¶n

[M ]TA[M ] = [N ]TA[N ] = 0.

Do �â (k1l2 + k2l1) [M ]TA[N ] = 0. V¼ M,N l  hai �iºm ph¥n bi»t
thuëc (S) n¶n [M ]TA[N ] ̸= 0 (v¼ tr¡i l¤i, �÷íng th¯ng UV ct (S)
t¤i væ sè �iºm). Do �â

(k1l2 + k2l1) = 0.

Vªy (UVMN) = (MNUV ) = −1.

ii) N¸u UV ct (S) t¤i mët �iºm duy nh§tX th¼ [X] = k[U ]+l[V ]

v  [X]TA[X] = 0. Do �â

[U ]TA[U ]k2 + 2[U ]TA[V ]kl + [V ]TA[V ]l2 = 0.
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�º þ r¬ng [U ]TA[V ] = 0, ta câ

[U ]TA[U ]k2 + [V ]TA[V ]l2 = 0.

V¼ ph÷ìng tr¼nh n y ch¿ câ mët c°p nghi»m duy nh§t (sai kh¡c mët
h¬ng sè nh¥n kh¡c 0) n¶n [U ]TA[U ] = 0 ho°c [V ]TA[V ] = 0, tùc X
tròng U ho°c V .

Tr÷íng hñp phê bi¸n i) gi£i th½ch thuªt ngú "li¶n hñp" �èi vîi
si¶u m°t bªc hai cõa hai �iºm.

Nhªn x²t 3.3.2.12. Tr¶n khæng gian afin An = Pn \W , x²t si¶u
m°t bªc hai S trong Pn v  si¶u m°t bªc hai S ′ = S \W trong An.
Gi£ sû P,Q l  hai �iºm li¶n hñp �èi vîi S v  �÷íng th¯ng PQ giao
vîi S ′ t¤i hai �iºm ph¥n bi»tM,N . Khi �â Q l  �iºm væ tªn cõa An

khi v  ch¿ khi P l  trung �iºm cõa MN . Tø �â suy ra �iºm I l  t¥m
cõa si¶u m°t bªc hai S ′ khi v  ch¿ khi I li¶n hñp vîi måi �iºm cõa
W �èi vîi S, tùc I l  cüc �iºm cõa W . �°c bi»t, n¸u S l  si¶u m°t
bªc hai khæng suy bi¸n v  S khæng ti¸p xóc vîi W th¼ S ′ câ t¥m I

duy nh§t ch½nh l  cüc �iºm cõa W �èi vîi S.

b) Si¶u ph¯ng ti¸p xóc, si¶u m°t lîp hai

N¸u �iºm U n¬m tr¶n si¶u ph¯ng bªc hai (S) nh÷ng khæng ph£i
�iºm ký dà cõa (S) th¼ U câ si¶u ph¯ng �èi cüc v  U thuëc si¶u
ph¯ng �èi cüc �â. Khi �â si¶u ph¯ng �èi cüc cõa U �÷ñc gåi l  si¶u
ph¯ng ti¸p xóc cõa (S) t¤i U v  U �÷ñc gåi l  ti¸p �iºm.

Måi r−ph¯ng (1 ≤ r ≤ n− 1) �i qua U v  n¬m trong si¶u ph¯ng
ti¸p xóc �÷ñc gåi l  r−ph¯ng ti¸p xóc cõa (S) t¤i U . �÷íng th¯ng
ti¸p xóc vîi (S) t¤i U �÷ñc gåi l  ti¸p tuy¸n cõa (S) t¤i U .

�ành lþ 3.3.2.13. �i·u ki»n c¦n v  �õ �º cho mët �÷íng th¯ng l
l  ti¸p tuy¸n cõa mët si¶u m°t bªc hai S t¤i �iºm M ∈ S l  ho°c l
n¬m tr¶n S ho°c l ct S theo �iºm k²p M .

Chùng minh. Gi£ sû si¶u m°t bªc hai S câ ph÷ìng tr¼nh [x]TA[x] = 0

v  �iºm M câ ma trªn cët tåa �ë l  [u]. Khi �â v¼ M ∈ S n¶n
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[u]TA[u] = 0. Si¶u ph¯ng ti¸p xóc vîi S t¤i M câ ph÷ìng tr¼nh
[u]TA[x] = 0. Ta gåi N l  mët �iºm n o �â kh¡c M câ ma trªn cët
tåa �ë l  [v] v  gåi l l  �÷íng th¯ng �i qua M v  N . Ph÷ìng tr¼nh
cõa l l  [x] = λ[u] + µ[v] v  ph÷ìng tr¼nh �º t¼m tåa �ë giao �iºm
cõa l v  S l 

2[u]TA[v]λµ+ [v]TA[v]µ2 = 0.

Theo �ành ngh¾a l l  ti¸p tuy¸n cõa S khi v  ch¿ khi l n¬m tr¶n
si¶u ph¯ng ti¸p xóc, tùc l  khi v  ch¿ khi N n¬m tr¶n si¶u ph¯ng
�â, tùc l  [u]TA[v] = 0. Khi �â ph÷ìng tr¼nh t¼m giao �iºm trð
th nh [v]TA[v]µ2 = 0. Ph÷ìng tr¼nh n y câ nghi»m k²p µ = 0 (n¸u
[v]TA[v] ̸= 0, tùc l  n¸u N /∈ S) v  væ sè nghi»m (n¸u N ∈ S). Suy
ra �÷íng th¯ng l ct S t¤i �iºm k²p M ho°c n¬m ho n to n tr¶n S.
�ành lþ �÷ñc chùng minh.

�ành ngh¾a 3.3.2.14. Trong Pn vîi möc ti¶u x¤ £nh �¢ chån, mët
tªp c¡c si¶u ph¯ng �÷ñc gåi l  mët si¶u m°t lîp hai n¸u tåa �ë
(u1, u2, . . . , un+1) cõa chóng thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh:

[u]TA[u] = 0,

ho°c
n+1∑
i,j=1

aijuiuj = 0,

trong �â aij = aji v  c¡c aij khæng �çng thíi b¬ng 0. N¸u ma trªn
A = [aij] khæng suy bi¸n si¶u m°t lîp hai �÷ñc gåi l  khæng suy
bi¸n, n¸u A suy bi¸n si¶u m°t lîp hai �÷ñc gåi l  suy bi¸n.

V½ dö 3.3.2.15. Cho si¶u m°t lîp hai trong P2 câ ph÷ìng tr¼nh
u21 − u22 = 0. Khi �â si¶u m°t lîp hai gçm c¡c �÷íng th¯ng câ tåa
�ë (0, 0, 1), (1, 1, a), (1,−1, a), a ∈ R.

�ành lþ 3.3.2.16. Tªp hñp t§t c£ c¡c si¶u ph¯ng ti¸p xóc vîi si¶u
m°t bªc hai khæng suy bi¸n

[x]TA[x] = 0,
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l  mët si¶u m°t lîp hai câ ph÷ìng tr¼nh

[u]TA−1[u] = 0.

Chùng minh. Gi£ sû si¶u ph¯ng [u]T [x] = 0 ti¸p xóc vîi si¶u m°t
bªc hai ta c¦n chùng minh si¶u ph¯ng �â thuëc si¶u m°t bªc hai
[u]TA−1[u] = 0. Gåi (a1, a2, . . . , an+1) l  tåa �ë cõa mët �iºm n o �â
thuëc si¶u m°t bªc hai, si¶u ph¯ng ti¸p xóc vîi si¶u m°t bªc hai t¤i
�iºm �â câ ph÷ìng tr¼nh [a]TA[x] = 0. Suy ra [u]T = [a]TA n¶n [u] =

AT [a] = A[a] (v¼ AT = A). Do �â [u]TA−1[u] = [a]TAA−1A[a] =

[a]TA[a] = 0. �i·u �â chùng tä si¶u ph¯ng [u]T [x] = 0 thuëc si¶u
m°t lîp hai [u]TA−1[u] = 0.

Ng÷ñc l¤i, gi£ sû [u]T [x] = 0 l  si¶u ph¯ng thuëc si¶u m°t
lîp hai [u]TA−1[u] = 0. Ta s³ chùng minh r¬ng si¶u ph¯ng �â
ti¸p xóc vîi si¶u m°t bªc hai [x]TA[x] = 0. L§y mët �iºm A =

(a1, a2, . . . , an+1) sao cho [a] = A−1[u]. Suy ra: A[a] = AA−1[u] =

[u] hay [a]TA = [u]T . Thay v o ph÷ìng tr¼nh si¶u m°t lîp hai
[u]TA[u] = 0 ta câ: [a]TAA−1A[a] = [a]TA[a] = 0. �i·u �â chùng
tä �iºm A (a1, a2, . . . , an+1) thuëc si¶u m°t bªc hai câ ph÷ìng tr¼nh
[x]TA[x] = 0.

Khi �â si¶u ph¯ng �èi cüc cõa �iºm A (a1, a2, . . . , an+1) �èi vîi
si¶u m°t bªc hai l  si¶u ph¯ng ti¸p xóc t¤i A v  câ ph÷ìng tr¼nh
[a]TA[x] = 0. V¼ [a] = A−1[u] n¶n [a]T = [u]TA−1. Do �â [u]T [x] = 0

t÷ìng �÷ìng [u]TA−1A[x] = 0 hay [a]TA[x] = 0, tùc [u]T [x] = 0

ch½nh l  si¶u ph¯ng ti¸p xóc cõa si¶u m°t bªc hai [x]TA[x] = 0.

H» qu£ 3.3.2.17. Méi si¶u m°t lîp hai khæng suy bi¸n câ ph÷ìng
tr¼nh [u]TA[u] = 0 �·u câ thº xem l  tªp hñp t§t c£ c¡c si¶u ph¯ng
ti¸p xóc cõa si¶u m°t bªc hai [x]TA−1[x] = 0.
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3.3.3 �nh x¤ x¤ £nh giúa hai h ng �iºm, giúa
hai chòm �÷íng th¯ng trong P2 v  mët sè
�ành l½ cê �iºn v· �÷íng bªc hai x¤ £nh

a) �nh x¤ x¤ £nh v  ph²p phèi c£nh giúa hai h ng �iºm,
giúa hai chòm �÷íng th¯ng

a1) H ng �iºm, chòm �÷íng th¯ng

Ta gåi c¡c �iºm còng thuëc mët �÷íng th¯ng l  mët h ng �iºm,
�÷íng th¯ng �â �÷ñc gåi l  gi¡ cõa h ng �iºm. H ng �iºmA,B,C, . . .

thuëc �÷íng th¯ng m kþ hi»u l  {A,B,C, . . .} hay {m}.

Trong P2 �èi ng¨u vîi h ng �iºm, ta gåi c¡c �÷íng th¯ng còng
�i qua mët �iºm l  chòm �÷íng th¯ng. Chòm �÷íng th¯ng a, b, c, . . .
còng �i qua �iºm S (�÷ñc gåi l  t¥m cõa chòm) kþ hi»u l  {a, b, c, . . .}
hay {S}.

a2) �nh x¤ x¤ £nh

�nh x¤ f : {m} → {m′} bi¸n méi �iºm cõa �÷íng th¯ng m
th nh mët �iºm cõa �÷íng th¯ng m′ �÷ñc gåi l  ¡nh x¤ x¤ £nh n¸u
nâ b£o tçn t¿ sè k²p 4 �iºm b§t ký thuëc h ng.

�nh x¤ f : {S} → {S ′} bi¸n méi �÷íng th¯ng cõa chòm t¥m S

th nh mët �÷íng th¯ng cõa chòm t¥m S ′ �÷ñc gåi l  ¡nh x¤ x¤ £nh
n¸u nâ b£o tçn t¿ sè k²p 4 �÷íng th¯ng b§t ký thuëc chòm.

H¼nh 3.20: {A,B,C, . . .} ⊼ {A′, B′, C ′, . . .} ho°c {m} ⊼ {m′}.
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Khi câ ¡nh x¤ x¤ £nh giúa hai h ng �iºm hay giúa hai chòm
�÷íng th¯ng, ta nâi r¬ng câ mët li¶n h» x¤ £nh giúa hai h ng �iºm
ho°c giúa hai chòm �÷íng th¯ng. Ta kþ hi»u sü li¶n h» x¤ £nh giúa
hai h ng �iºm m v  m′ nh÷ H¼nh 3.20.

T÷ìng tü ta công kþ hi»u sü li¶n h» x¤ £nh giúa hai chòm t¥m
S v  t¥m S ′ nh÷ H¼nh 3.21

H¼nh 3.21: {a, b, c, . . .} ⊼ {a′, b′, c′, . . .} ho°c {S} ⊼ {S ′}.

Chó þ 3.3.3.1. �nh x¤ x¤ £nh giúa hai h ng �iºm ch½nh l  �¯ng
c§u x¤ £nh giúa hai khæng gian x¤ £nh 1 chi·u.

Tø �ành lþ v· sü x¡c �ành ¡nh x¤ x¤ £nh giúa hai h ng �iºm, ta
câ �ành lþ �èi ng¨u sau trong P2.

�ành lþ 3.3.3.2. Trong P2 cho ba �÷íng th¯ng ph¥n bi»t a, b, c
thuëc chòm t¥m S v  ba �÷íng th¯ng ph¥n bi»t a′, b′, c′ thuëc chòm
t¥m S ′. Khi �â câ mët ¡nh x¤ x¤ £nh duy nh§t f : {S} → {S ′} sao
cho f(a) = a′; f(b) = b′; f(c) = c′.

a3) Ph²p phèi c£nh

�ành ngh¾a 3.3.3.3. Mët ¡nh x¤ x¤ £nh giúa hai h ng �iºm �÷ñc
gåi l  ph²p phèi c£nh (hay ph²p chi¸u xuy¶n t¥m) n¸u �÷íng th¯ng
nèi c¡c �iºm t÷ìng ùng luæn �i qua mët �iºm O cè �ành. Ta gåi O
l  t¥m phèi c£nh.
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Mët ¡nh x¤ x¤ £nh giúa hai chòm �÷íng th¯ng �÷ñc gåi l  ph²p
phèi c£nh n¸u giao �iºm cõa c¡c c°p �÷íng th¯ng t÷ìng ùng luæn
n¬m tr¶n mët �÷íng th¯ng t cè �ành. Ta gåi t l  tröc phèi c£nh.

Khi câ ph²p phèi c£nh giúa hai h ng �iºm hay giúa hai chòm
�÷íng th¯ng, ta nâi r¬ng câ mët li¶n h» phèi c£nh giúa hai h ng
�iºm ho°c giúa hai chòm �÷íng th¯ng.

H¼nh 3.22

Ta kþ hi»u sü li¶n h» phèi c£nh giúa hai h ng �iºm l : {A,B,C, . . .}
⩞{A′, B′, C ′, . . .} hay l  {m}⩞{m′} (H¼nh 3.22) v  kþ hi»u sü li¶n h»
phèi c£nh giúa hai chòm �÷íng th¯ng l  {a, b, c, . . .} ⩞ {a′, b′, c′, . . .}
hay l  {S} ⩞ {S ′} (H¼nh 3.23).

H¼nh 3.23

�ành lþ 3.3.3.4. �i·u ki»n c¦n v  �õ �º ¡nh x¤ x¤ £nh f : {m} →
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{m′} giúa hai h ng �iºm trð th nh ph²p phèi c£nh l  giao �iºm O

cõa hai gi¡ tü ùng, ngh¾a l  f(O) = O.

Chùng minh. N¸u f l  ph²p phèi c£nh (ph²p chi¸u xuy¶n t¥m) th¼
rã r ng �iºm O = m ∩m′ l  tü ùng (H¼nh 3.24).

H¼nh 3.24

Ng÷ñc l¤i, n¸u ¡nh x¤ x¤ £nh f câ �iºm O tü ùng, ta c¦n chùng
minh f l  ph²p phèi c£nh.

Tr¶n �÷íng th¯ngm ta l§y hai �iºm A,B sao cho ba �iºm O,A,B

ph¥n bi»t. Gåi A′ = f(A), B′ = f(B) v  ta câ O = f(O). Khi �â ba
�iºm O,A′, B′ công ph¥n bi»t. �nh x¤ x¤ £nh f ho n to n �÷ñc x¡c
�ành bði hai bë ba �iºm O,A,B v  O,A′, B′. Gåi S = AA′ ∩ BB′

th¼ f l  ph²p chi¸u xuy¶n t¥m vîi t¥m chi¸u S. Vªy f l  ph²p phèi
c£nh giúa hai h ng �iºm m v  m′.

�ành lþ 3.3.3.5 (�ành lþ �èi ng¨u). �i·u ki»n c¦n v  �õ �º ¡nh
x¤ x¤ £nh f giúa hai chòm �÷íng th¯ng {S} v  {S ′} trð th nh ph²p
phèi c£nh l  �÷íng th¯ng nèi hai t¥m tü ùng, tùc f (SS ′) = SS ′.

b) �ành lþ Steiner
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�ành lþ 3.3.3.6 (�ành lþ thuªn). N¸u ¡nh x¤ x¤ £nh f : {A1} →
{A2} giúa hai chòm t¥m A1 v  t¥m A2 khæng ph£i l  mët ph²p phèi
c£nh th¼ giao �iºm cõa c¡c �÷íng th¯ng t÷ìng ùng n¬m tr¶n mët
�÷íng conic.

Chùng minh. X²t ¡nh x¤ x¤ £nh f giúa hai chòm t¥m A1 v  t¥m
A2. Gåi �÷íng th¯ng g3 = A1A2 (H¼nh 3.25). V¼ f khæng ph£i ph²p
phèi c£nh n¶n ta câ f(g3) = g1, f(g2) = g3. Ta câ g1, g2, g3 l  ba
�÷íng th¯ng ph¥n bi»t.

H¼nh 3.25

Gåi A3 = g1 ∩ g2. L§y mët �÷íng th¯ng e thuëc chòm t¥m A1

m  khæng tròng vîi g2 v  g3. Ta câ e′ = f(e) thuëc chòm t¥m A2.
Mët �÷íng th¯ng m b§t k¼ thuëc chòm t¥m A1 s³ bi¸n th nh �÷íng
th¯ng m′ thuëc chòm t¥m A2. V¼ f l  ¡nh x¤ x¤ £nh n¶n ta câ :
(g3g2em) = (g1g3e

′m′).

Gåi E = e ∩ e′, M = m ∩ m′, E1 = g2 ∩ e′, E2 = g1 ∩ e,M1 =

g2 ∩m′,M2 = g1 ∩m.

Suy ra (A2A3E2M2) = (A3A1E1M1).
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Chån {A1, A2, A3;E} l m möc ti¶u x¤ £nh v  gåi (x1, x2, x3) l 
tåa �ë cõa �iºm M �èi vîi möc ti¶u vøa chån ta câ: (A2A3E2M2) =
x2

x3
v  (A3A1E1M1) =

x3

x1
n¶n suy ra x2

x3
= x3

x1
hay x23 − x1x2 = 0.

�¥y l  ph÷ìng tr¼nh cõa mët �÷íng conic. Conic n y �i qua �iºm
E (v¼ �iºm E câ tåa �ë thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh cõa conic) �çng thíi
ti¸p xóc vîi c¡c �÷íng th¯ng g2 v  g1 t¤i c¡c �iºm A1 v  A2.

�ành lþ 3.3.3.7 (�ành lþ �£o). N¸u A1, A2 l  hai �iºm cè �ành cõa
mët �÷íng conic (S) v  M l  mët �iºm thay �êi tr¶n (S) th¼ ¡nh x¤
f : {A1} → {A2} giúa hai chòm sao cho f (A1M) = A2M l  mët
¡nh x¤ x¤ £nh nh÷ng khæng ph£i l  ph²p phèi c£nh.

Chùng minh. Gåi g3 l  �÷íng th¯ng A1A2 v  g1, g2 l¦n l÷ñt l  c¡c
ti¸p tuy¸n cõa (S) t¤i A2 v  A1, A3 = g1 ∩ g2 (H¼nh 3.26). L§y
mët �iºm E cè �ành tr¶n (S) m  khæng tròng vîi A1 v  A2. Gåi
E2 = A1E ∩ A2A3, E1 = A2E ∩ A1A3. Vîi mët �iºm M thuëc (S)
kh¡c vîi A1, A2, gåi M2 = A1M ∩ A2A3,M1 = A2M ∩ A1A3.

H¼nh 3.26

N¸u chån {A1, A2, A3;E} l m möc ti¶u x¤ £nh ta câ thº chùng
minh �÷ñc (b¬ng c¡ch buëc �i·u ki»n c¡c �iºm A1, A2, A3, E thuëc
(S) v  c¡c �÷íng th¯ng g1, g2 l  c¡c ti¸p tuy¸n cõa (S) t¤i A2 v  A1)
ph÷ìng tr¼nh cõa (S) l 

x23 − x1x2 = 0.
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Ta suy ra: x2

x3
= x3

x1
. M°t kh¡c: x2

x3
= (A2A3E2M2) v  x3

x1
= (A3A1E1M1)

Do �â: (A2A3E2M2) = (A3A1E1M1), hay

(A1A2, A1A3, A1E2, A1M2) = (A2A3, A2A1, A2E1, A2M1) .

Nh÷ vªy ¡nh x¤ f câ t½nh ch§t b£o tçn t¿ sè k²p bi¸n chòm t¥m
A1 th nh chòm t¥m A2, trong �â �÷íng th¯ng A1A2 nèi hai t¥m
khæng tü ùng. Vªy f l  ¡nh x¤ x¤ £nh m  khæng ph£i l  ph²p phèi
c£nh.

�ành lþ 3.3.3.8 (�ành lþ thuªn �èi ng¨u). N¸u f : {m1} → {m2}
l  ¡nh x¤ x¤ £nh giúa hai h ng �iºm câ gi¡ l  c¡c �÷íng th¯ng m1,m2

nh÷ng khæng ph£i l  ph²p phèi c£nh th¼ c¡c �÷íng th¯ng nèi c¡c c°p
�iºm t÷ìng ùng s³ ti¸p xóc vîi mët �÷íng conic.

�ành lþ 3.3.3.9 (�ành lþ �£o �èi ng¨u). N¸u m1 v  m2 l  hai ti¸p
tuy¸n kh¡c nhau cõa mët �÷íng conic v  m l  mët ti¸p tuy¸n thay
�êi cõa nâ th¼ ¡nh x¤ f : {m1} → {m2} sao cho giao �iºm cõa m1

v  m bi¸n th nh giao �iºm cõa m2 v  m l  mët ¡nh x¤ x¤ £nh nh÷ng
khæng ph£i l  ph²p phèi c£nh.

c) V§n �· x¡c �ành mët conic

�ành lþ 3.3.3.10. Cho 5 �iºm A,B,C,D,E trong P2, trong �â
khæng câ ba �iºm n o th¯ng h ng, bao gií công câ mët �÷íng conic
duy nh§t �i qua 5 �iºm �â.

H¼nh 3.27
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Chùng minh. X²t hai chòm t¥m A, t¥m B v  ¡nh x¤ x¤ £nh f :

{A} → {B} sao cho f(AC) = BC, f(AD) = BD, f(AE) = BE.

�nh x¤ f nh÷ vªy ho n to n �÷ñc x¡c �ành v  khæng ph£i l 
ph²p phèi c£nh (H¼nh 3.27).

Do theo �ành lþ Steiner thuªn, giao �iºm cõa c¡c c°p �÷íng
th¯ng t÷ìng ùng l  mët conic (S). �÷íng conic n y �i qua 5 �iºm
A,B,C,D,E �¢ cho. Sü duy nh§t cõa (S) �÷ñc suy ra tø sü duy
nh§t cõa ¡nh x¤ f.

�ành lþ 3.3.3.11 (�ành lþ �èi ng¨u). Cho 5 �÷íng th¯ng a, b, c, d, e
trong P2, trong �â khæng câ ba �÷íng n o �çng quy, bao gií công câ
mët �÷íng conic duy nh§t ti¸p xóc vîi 5 �÷íng th¯ng �â.

D÷îi �¥y l  c¡c tr÷íng hñp �°c bi»t cõa c¡c �ành lþ tr¶n khi hai
�iºm tròng nhau hay hai �÷íng th¯ng tròng nhau, c¡ch chùng minh
t÷ìng tü nh÷ tr¶n.

+ Cho 4 �iºm A,B,C,D trong �â khæng câ ba �iºm n o th¯ng
h ng v  mët �÷íng th¯ng a �i qua A nh÷ng khæng �i qua c¡c �iºm
cán l¤i. Khi �â câ mët conic duy nh§t �i qua A,B,C,D v  ti¸p xóc
vîi a t¤i A.

+ Cho 4 �÷íng th¯ng a, b, c, d trong �â khæng câ ba �÷íng n o
�çng quy v  mët �iºm A thuëc a nh÷ng khæng thuëc c¡c �÷íng
th¯ng cán l¤i. Khi �â câ mët conic duy nh§t ti¸p xóc vîi a, b, c, d v 
�i qua A.

+ Cho ba �iºm A,B,C khæng th¯ng h ng, �÷íng th¯ng a �i qua
A nh÷ng khæng �i qua B v  C, �÷íng th¯ng b �i qua B nh÷ng khæng
�i qua A v  C. Khi �â câ mët conic duy nh§t �i qua C ti¸p xóc vîi
a t¤i A v  ti¸p xóc vîi b t¤i B.

+ Cho ba �÷íng th¯ng a, b, c khæng �çng quy, �iºm A thuëc
�÷íng th¯ng a nh÷ng khæng thuæc b v  c, �iºm B thuëc �÷íng
th¯ng b nh÷ng khæng thuëc a v  c. Khi �â câ mët �÷íng conic duy
nh§t ti¸p xóc vîi c, ti¸p xóc vîi a t¤i A v  ti¸p xóc vîi b t¤i B.
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d) �ành lþ Pascal

Trong m°t ph¯ng x¤ £nh P2, tªp hñp 6 �iºm v  6 �÷íng th¯ng
sao cho méi �iºm l  giao cõa hai �÷íng th¯ng, méi �÷íng th¯ng �i
qua hai v  ch¿ hai �iºm, �÷ñc gåi l  mët h¼nh löc gi¡c. C¡c �iºm �¢
cho �÷ñc gåi l  �¿nh v  c¡c �÷íng th¯ng �¢ cho �÷ñc gåi l  c¤nh cõa
h¼nh löc gi¡c (H¼nh 3.28)

H¼nh 3.28

Ta câ thº sp x¸p c¡c �¿nh v  c¡c c¤nh cõa löc gi¡c theo mët thù
tü nh§t �ành n o �â b¬ng c¡ch �¡nh sè thù tü. Th½ dö A1, a1, A2, a2,
A3, a3, A4, a4, A5, a5, A6, a6 (Ai l  �¿nh v  ai l  c¤nh sao cho c¤nh ai
�i qua hai �¿nh Ai v  Ai+1 (xem �¿nh A6+1 l  A1) v  do �â c¤nh ai
v  ai+1 �i qua �¿nh Ai+1 (xem c¤nh a6+1 l  a1). Khi �â c¡c c°p �¿nh
A1 v  A4, A2 v  A5, A3 v  A6 �÷ñc gåi l  c¡c c°p �¿nh �èi di»n, c¡c
c°p c¤nh a1 v  a4, a2 v  a5, a3 v  a6 �÷ñc gåi l  c¡c c°p c¤nh �èi
di»n.

�ành lþ 3.3.3.12. �i·u ki»n c¦n v  �õ �º mët löc gi¡c nëi ti¸p
trong mët conic (c¡c �¿nh cõa nâ thuëc conic) l  giao �iºm cõa c¡c
c°p c¤nh �èi di»n n¬m tr¶n mët �÷íng th¯ng (�÷íng th¯ng n y �÷ñc
gåi l  �÷íng th¯ng Pascal).

Chùng minh. Gi£ sû löc gi¡c A1A2A3A4A5A6 nëi ti¸p trong mët
conic (H¼nh 3.29). Theo �ành lþ Steiner �£o ta câ chòm t¥m A1 v 
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chòm t¥m A5 câ li¶n h» x¤ £nh vîi nhau, câ ngh¾a l :

{A1A2, A1A3, A1A4, A1A6} ⊼ {A5A2, A5A3, A5A4, A5A6}.

H¼nh 3.29

Ct chòm t¥m A1 bði �÷íng th¯ng A3A4 v  ct chòm t¥m A5 bði
�÷íng th¯ng A2A3. Gåi B = A3A4 × A1A2, P = A3A4 × A1A6, Q =

A1A2 ×A4A5, R = A2A3 ×A5A6, C = A2A3 ×A5A4. Giúa hai h ng
�iºm n¬m tr¶n c¡c �÷íng th¯ng A3A4 v  A2A3 ta câ:

{B,A3, A4, P} ∧̄ {A2, A3, C,R}

Li¶n h» x¤ £nh giúa hai h ng �iºm n y câ �iºm A3 l  giao cõa hai
gi¡ tü ùng n¶n nâ l  ph²p phèi c£nh.

Ta câ A2B×CA4 = Q n¶n Q l  t¥m phèi c£nh. Vªy �÷íng th¯ng
PR ph£i �i qua t¥m phèi c£nh l  Q, ngh¾a l  ba �iºm P,Q,R th¯ng
h ng.

Ng÷ñc l¤i, gi£ sû löc gi¡c A1A2A3A4A5A6 câ giao �iºm cõa c¡c
c°p c¤nh �èi di»n l  P,Q,R th¯ng h ng. Gåi S ′ l  conic x¡c �ành
bði 5 �iºm A1, A2, A3, A4, A5 v  gi£ sû conic ct �÷íng th¯ng A1A6

t¤i A′
6. C¦n chùng minh A′

6 tròng vîi A6. Theo ph¦n thuªn cõa �ành
lþ Pascal, v¼ löc gi¡c A1A2A3A4A5A

′
6 nëi ti¸p conic S' n¶n �÷íng
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th¯ng PQ ch½nh l  �÷íng th¯ng Pascal. Ta câ R = PQ × A2A3 v 
A6 = A1P × A5R = A′

6. Vªy A′
6 tròng vîi A6.

Nhªn x²t 3.3.3.13. N¸u thay �÷íng conic bði �÷íng bªc hai suy
bi¸n, l  hai �÷íng th¯ng ph¥n bi»t, ta câ �ành lþ Pappus, ph²p chùng
minh nâ câ thº thüc hi»n nh÷ �èi vîi �ành lþ Pascal (H¼nh 3.30).

H¼nh 3.30

e) C¡c tr÷íng hñp �°c bi»t cõa �ành lþ Pascal

Ta câ thº xem ngô gi¡c, tù gi¡c, tam gi¡c nëi ti¸p conic l  tr÷íng
hñp �°c bi»t cõa löc gi¡c nëi ti¸p conic khi mët c°p �¿nh, hai c°p
�¿nh hay ba c°p �¿nh tròng nhau. Khi �â ta xem c¤nh cõa löc gi¡c
chùa c°p �¿nh tròng nhau l  ti¸p tuy¸n cõa conic t¤i �iºm �â. Ng÷íi
ta chùng minh �÷ñc �ành lþ Pascal v¨n �óng trong c¡c tr÷íng hñp
�°c bi»t �â. C¡c tr÷íng hñp suy bi¸n cõa löc gi¡c minh håa b¬ng
c¡c h¼nh v³ sau �¥y (H¼nh 3.31 a, b, c).

H¼nh 3.31
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V½ dö 3.3.3.14. �p döng �ành lþ Pascal cho tr÷íng hñp suy bi¸n
gi£i b i to¡n sau: Tr¶n conic cho 4 �iºm ph¥n bi»t A,B,C,D. Gåi
giao �iºm cõa c¡c ti¸p tuy¸n vîi conic t¤i A v  C l  I, giao �iºm
cõa AB v  CD l  J , giao �iºm cõa AD v  BC l  K. Chùng minh
r¬ng I, J,K th¯ng h ng.

Gi£i. X²t löc gi¡c nëi ti¸p suy bi¸n AADCCB. Ta câ AA× CC =

I, AD × CB = K,DC× BA = J . Theo �ành l½ Pascal cho tr÷íng
hñp löc gi¡c suy bi¸n ta câ I, J,K th¯ng h ng.

f) �ành lþ Brianchon

�ành lþ 3.3.3.15. �i·u ki»n c¦n v  �õ �º mët löc gi¡c ngo¤i ti¸p
mët �÷íng conic (câ c¡c c¤nh ti¸p xóc vîi conic) l  c¡c �÷íng th¯ng
nèi c¡c c°p �¿nh �èi di»n �çng quy t¤i mët �iºm (�÷ñc gåi l  �iºm
Brianchon) (H¼nh 3.32).

Nhªn x²t 3.3.3.16. �ành lþ Brianchon l  �ành lþ �èi ng¨u cõa �ành
lþ Pascal trong P2.

H¼nh 3.32

g) C¡c tr÷íng hñp �°c bi»t cõa �ành lþ Brianchon

T÷ìng tü �èi vîi �ành lþ Pascal, ta câ thº xem ngô gi¡c, tù gi¡c,
tam gi¡c ngo¤i ti¸p conic l  nhúng tr÷íng hñp �°c bi»t cõa löc gi¡c
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ngo¤i ti¸p conic khi câ mët c°p c¤nh, hai c°p c¤nh hay ba c°p c¤nh
tròng nhau, khi �â ta xem �¿nh, l  giao cõa c°p c¤nh tròng nhau, l 
ti¸p �iºm cõa conic vîi c°p c¤nh �â. C¡c tr÷íng hñp suy bi¸n cõa
löc gi¡c ngo¤i ti¸p conic �÷ñc minh håa b¬ng c¡c h¼nh v³ sau �¥y
(H¼nh 3.33 a, b, c):

H¼nh 3.33

V½ dö 3.3.3.17. �p döng �ành lþ Brianchon cho tr÷íng hñp suy
bi¸n gi£i b i to¡n sau: Trong P2 cho tù gi¡c ABCD ngo¤i ti¸p conic
S. C¡c �÷íng th¯ng CD,DA ti¸p xóc vîi S t÷ìng ùng t¤i P,Q. Kþ
hi»u I = AP ∩ CQ. Chùng minh c¡c �iºm D, I,B th¯ng h ng.

Gi£i. �°t a = AD, b = AB, c = BC, d = CD. X²t löc gi¡c ngo¤i ti¸p
suy bi¸n aabcdd. Ta câ Q = a× a �èi di»n vîi C = c× d,A = a× b

�èi di»n vîi P = d× d,B = b× c �èi di»n vîi D = d× a. Theo �ành
lþ Brianchon cho tr÷íng hñp löc gi¡c suy bi¸n, ta câ 3 �÷íng th¯ng
QC,AP,BD �çng qui, câ ngh¾a l  giao �iºm I cõa QC,AP v  hai
�iºm B,D th¯ng h ng.

Chó þ 3.3.3.18. Tø mèi li¶n h» giúa �÷íng conic trong m°t ph¯ng
x¤ £nh v  c¡c �÷íng bªc hai trong m°t ph¯ng afin, suy ra �ành lþ
Pascal v  �ành lþ Brianchon câ thº ¡p döng �èi vîi c¡c �÷íng bªc hai
(elip, hypebol, parabol) trong m°t ph¯ng afin v  �÷íng trán trong
m°t ph¯ng Euclid.
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V½ dö. Tø k¸t qu£ cho tr÷íng hñp suy bi¸n th nh tam gi¡c cõa �ành
lþ Brianchon ta suy ra k¸t qu£ sau trong m°t ph¯ng Euclid: trong
mët tam gi¡c ba �÷íng th¯ng nèi ba �¿nh vîi ba ti¸p �iºm cõa c¡c
c¤nh �èi di»n vîi �÷íng trán nëi ti¸p tam gi¡c l  �çng qui.

3.3.4 Mæ h¼nh x¤ £nh cõa khæng gian Euclid

a) X¥y düng mæ h¼nh

Trong Pn l  khæng gian x¤ £nh n chi·u. L§y mët si¶u ph¯ng W
n o �â cõa Pn th¼ ta câ thº x¥y düng tªp hñp An = Pn\W th nh
mët mæ h¼nh cõa khæng gian afin n chi·u li¶n k¸t vîi khæng gian
vectì Rn.

B¥y gií ta �÷a v o khæng gian vectì Rn mët t½ch væ h÷îng th¼
khæng gian afin An trð th nh khæng gian Euclid En, nâi �óng hìn,
trð th nh mæ h¼nh cõa khæng gian Euclid n chi·u.

Gåi {Sn+1; e⃗i} l  mët möc ti¶u trüc chu©n cõa En tùc l  e⃗i·e⃗j = δij

(δij = 0 n¸u i ̸= j v  δij = 1 n¸u i = j), möc ti¶u �â sinh ra bði möc
ti¶u x¤ £nh {Si;E} cõa Pn. Ta nhî r¬ng, n¸u �iºm X ∈ En câ to¤ �ë
x¤ £nh khæng thu¦n nh§t l  X = (X1, X2, . . . , Xn) th¼ nâ câ to¤ �ë
x¤ £nh �èi vîi möc ti¶u x¤ £nh {Si : E} l  X = (x1 : x2 : . . . : xn+1)

sao cho Xi = xi/xn+1, bði vªy, câ thº l§y to¤ �ë x¤ £nh cõa X l 
X = (X1 : . . . : Xn : 1).

b) C¡i tuy»t �èi cõa khæng gian Euclid

X²t mæ h¼nh En = Pn\W �¢ nâi ð tr¶n. Trong si¶u ph¯ng væ tªn
W x²t mët si¶u m°t tr¡i xoan £o (T ), câ ph÷ìng tr¼nh �èi vîi möc
ti¶u x¤ £nh {Si : E} cõa Pn l :{

xn+1 = 0
x21 + x22 + . . .+ x2n = 0

. (3.21)

Ta nhc l¤i r¬ng {Si : E} l  möc ti¶u x¤ £nh sinh ra möc ti¶u trüc
chu©n. Si¶u m°t tr¡i xoan (T ) �÷ñc gåi l  c¡i tuy»t �èi cõa khæng
gian Euclid En.
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Tr÷îc h¸t ta chùng minh r¬ng: C¡i tuy»t �èi (T ) l  b§t bi¸n �èi
vîi måi ph²p bi¸n �êi �çng d¤ng cõa En (nâi rã hìn: (T ) l  b§t bi¸n
�èi vîi måi ph²p x¤ £nh sinh ra ph²p �çng d¤ng).

Thªt vªy, ta gi£ sû f : En → En l  ph²p �çng d¤ng, sinh ra bði
ph²p bi¸n �êi x¤ £nh F : Pn → Pn câ ma trªn �èi vîi möc ti¶u x¤
£nh {Si : E} l :

A′ =


a11 a12 . . . a1n+1

a21 a22 . . . a2n+1
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann+1

0 0 . . . 1


(Ma trªn cõa F ph£i câ d¤ng �â v¼ F bi¸n si¶u ph¯ng væ tªn W

th nh ch½nh nâ).

Nh÷ vªy, biºu thùc to¤ �ë cõa F l :{
kx′i =

∑n+1
j=1 aijxj,

kx′n+1 = xn+1, i = 1, 2, . . . , n.

Ta chó þ �¸n ma trªn A = (aij) , i, j = 1, 2, . . . , n. Ma trªn A câ
�÷ñc b¬ng c¡ch bä �i tø ma trªn A′ dáng thù n+1 v  cët thù n+1.
Ma trªn A ch½nh l  ma trªn cõa ph²p �çng d¤ng f �èi vîi möc ti¶u
trüc chu©n n¶n AAT = kIn, vîi k ̸= 0. Tø �â, d¹ d ng suy ra F bi¸n
(T ) th nh ch½nh nâ.

B¬ng lªp luªn t÷ìng tü ta nhªn th§y �ành ngh¾a cõa c¡i tuy»t
�èi (T ) khæng phö thuëc v o vi»c chån möc ti¶u trüc chu©n.

Ta chó þ tîi tr÷íng hñp n = 2: n¸u E2 = P2\W , trong �â
W l  �÷íng th¯ng væ tªn, th¼ c¡i tuy»t �èi (T ) b¥y gií l  tªp:
x21 + x22 = 0, x3 = 0.

Nh÷ vªy (T ) khæng chùa �iºm n o cõa P2. N¸u ta x²t khæng gian
mð rëng (phùc) cõa P2 (khæng gian bê sung th¶m c¡c �iºm câ tåa
�ë m  c¡c th nh ph¦n l  c¡c sè phùc) th¼ c¡i tuy»t �èi (T ) gçm hai
�iºm £o: I = (1 : i : 0) v  J = (1 : −i : 0). Hai �iºm �â �÷ñc gåi l 
hai �iºm xiclic cõa m°t ph¯ng Euclid.
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c) Þ ngh¾a x¤ £nh cõa t½nh vuæng gâc trong En

Trong E2 cho hai �÷íng th¯ng a v  b l¦n l÷ñt câ vectì ch¿
ph÷ìng l  a⃗ v  b⃗. �i·u �â câ ngh¾a l  n¸u gåi A v  B l¦n l÷ñt
l  c¡c �iºm væ tªn tr¶n a v  b th¼ tåa �ë x¤ £nh cõa chóng l 
A = (a1 : a2 : . . . : an : 0) , B = (b1 : b2 : . . . : bn : 0).

Hai �÷íng th¯ng a v  b vuæng gâc vîi nhau khi v  ch¿ khi

a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn = (A)T (B) = 0.

�i·u n y chùng tä r¬ng hai �iºm A v  B (tr¶n W ) li¶n hñp vîi nhau
�èi vîi c¡i tuy»t �èi (T ). Ta k¸t luªn: Hai �÷íng th¯ng vuæng gâc
vîi nhau khi v  ch¿ khi hai �iºm væ tªn cõa chóng li¶n hñp vîi nhau
�èi vîi c¡i tuy»t �èi (T ).

�°c bi»t, khi n = 2, ta câ hai �÷íng th¯ng trong m°t ph¯ng
Euclid vuæng gâc vîi nhau khi v  ch¿ khi hai �iºm væ tªn cõa chóng
chia �i·u háa hai �iºm xiclic I, J .

d) Cæng thùc Laghe (Laguerre)

Trong En cho hai �÷íng th¯ng a v  b vîi c¡c vectì ch¿ ph÷ìng
nh÷ möc tr¶n th¼ sè �o gâc giúa a v  b l  sè �÷ñc x¡c �ành bði:

cosφ =
|a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn|√

(a21 + a22 + . . .+ a2n) (b
2
1 + b22 + . . .+ b2n)

(3.22)

=

∣∣(A)T (B)
∣∣√

(A)T (A)(B)T (B)
. (3.23)

N¸u a v  b song song th¼ φ = 0. N¸u a khæng song song vîi
b th¼ hai �iºm væ tªn cõa chóng l  A = (a1 : a2 : . . . : an : 0) v 
B = (b1 : b2 : . . . : bn : 0) khæng tròng nhau. Ta h¢y t¼m to¤ �ë giao
�iºm X cõa �÷íng th¯ng AB vîi c¡i tuy»t �èi (T ). V¼ X n¬m tr¶n
AB n¶n (X) = (A) + k(B), v  v¼ X n¬m tr¶n (T ) n¶n (X)T (X) = 0

hay [
(A)T + k(B)T

]
· [(A) + k(B)] = 0.

Ta �i �¸n ph÷ìng tr¼nh:

(B)T (B)k2 + 2(A)T (B)k + (A)T (A) = 0. (3.24)
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Ph÷ìng tr¼nh câ hai nghi»m phùc li¶n hñp k1 v  k2. Do �â, ta câ
hai giao �iºm li¶n hñp P v  Q, trong �â,

(P ) = (A) + k1(B) v  (Q) = (A) + k2(B).

Tø �â suy ra:

k1k2 =
(A)T (A)

(B)T (B)
, k1 + k2 =

−2(A)T (B)

(B)T (B)
. (3.25)

�°t k1 = reit = r(cos t + i sin t), th¼ k2 = re−it = r(cos t − i sin t).
Ta �÷ñc:

r2 = k1k2 =
(A)T (A)

(B)T (B)
,

cos t =
k1 + k2

2r
=

−2(A)T (B)

2(B)T (B)
·
√

(B)T (B)√
(A)T (A)

=
−(A)T (B)√

(A)T (A)(B)T (B)
.

Suy ra cosφ = | cos t|. M°t kh¡c, ta câ: (PQAB) = k1
k2

= e2it n¶n

ln(PQAB) = 2it. (3.26)

Bði vªy, ta �i �¸n cæng thùc Laghe:

cosφ =

∣∣∣∣cos( 1

2i
ln(PQAB)

)∣∣∣∣ . (3.27)

e) Þ ngh¾a x¤ £nh cõa si¶u c¦u trong En

Trong khæng gian Euclid En = Pn\W mët si¶u c¦u têng qu¡t
(C) l  tªp hñp nhúng �iºm X = (X1, X2, . . . , Xn) thäa m¢n ph÷ìng
tr¼nh

n∑
i=1

X2
i + 2

n∑
i=1

aiXi + a0 = 0. (3.28)

Chuyºn sang to¤ �ë x¤ £nh X = (x1 : x2 : . . . : xn : xn+1) vîi Xi =

xi/xn+1, ph÷ìng tr¼nh trð th nh:

a0x
2
n+1 +

n∑
i=1

x2i + 2
n∑

i=1

aixixn+1 = 0. (3.29)
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Giao cõa (C) vîi si¶u ph¯ng væ tªn xn+1 = 0 l  tªp hñp{
x21 + x22 + . . .+ x2n = 0
xn+1 = 0

. (3.30)

Nh÷ vªy, (C) ∩W = (T ) hay (C) �i qua (T ). Ta �i �¸n k¸t luªn:
si¶u c¦u têng qu¡t trong En l  mët si¶u m°t bªc hai �i qua c¡i tuy»t
�èi (T ).

Ng÷ñc l¤i, cho (S) l  mët si¶u m°t bªc hai trong En, câ ph÷ìng
tr¼nh �èi vîi möc ti¶u trüc chu©n l :

n∑
i,j=1

aijXiXj + 2
n∑

i=1

ain+1Xi + an+1n+1 = 0. (3.31)

Chuyºn sang to¤ �ë x¤ £nh ta �i �¸n ph÷ìng tr¼nh:

n+1∑
i,j=1

aijxixj = 0.

Giao cõa (C) vîi si¶u ph¯ng væ tªn W l  tªp hñp:

xn+1 = 0,
n+1∑
i,j=1

aijxixj = 0.

N¸u giao �â tròng vîi (T ) th¼ aij = kδij, k ̸= 0. Vªy (S) l  mët si¶u
c¦u têng qu¡t.

Tâm l¤i, mët si¶u m°t bªc hai trong khæng gian En l  si¶u c¦u
têng qu¡t khi v  ch¿ khi nâ ct si¶u ph¯ng væ tªn theo c¡i tuy»t �èi
(T ).

Trong tr÷íng hñp n = 2, �÷íng elip trong m°t ph¯ng Euclid l 
�÷íng trán khi v  ch¿ khi nâ �i qua hai �iºm xiclic.

Chó þ r¬ng, t¥m cõa si¶u c¦u ch½nh l  �iºm �èi cüc cõa si¶u
ph¯ng væ tªn �èi vîi si¶u c¦u �â.

f) Ph÷ìng ch½nh cõa si¶u c¦u bªc hai trong En

Trong En cho si¶u m°t bªc hai (S ′) sinh ra bði si¶u m°t bªc hai
(S). Ta bi¸t r¬ng ph÷ìng c⃗ cõa En l  ph÷ìng ch½nh cõa (S ′) n¸u nâ
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vuæng gâc vîi si¶u ph¯ng k½nh γ li¶n hñp vîi ph÷ìng c⃗. �i·u �â x£y
ra khi v  ch¿ khi �iºm væ tªn C ùng vîi ph÷ìng c⃗ li¶n hñp vîi måi
�iºm thuëc γ∩W , hay nâi c¡ch kh¡c: trong khæng gian x¤ £nh n−1

chi·u W,C l  �iºm �èi cüc cõa si¶u ph¯ng γ ∩W �èi vîi (T ). Tø �â
ta suy ra:

- N¸u (S) l  si¶u c¦u th¼ måi ph÷ìng �·u l  ph÷ìng ch½nh.

- Trong E2 måi �÷íng conic kh¡c �÷íng trán �·u câ hai ph÷ìng
ch½nh.

g) Ti¶u �iºm cõa �÷íng conic trong En

X²t mæ h¼nh x¤ £nh E2 = P2\W , trong �â W l  �÷íng th¯ng
cõa P2, vîi hai �iºm xiclic tr¶n �â l  I v  J . Gi£ sû (C ′) l  mët
�÷íng conic cõa E2 sinh ra bði �÷íng conic (C) cõa P2.

�iºm F v  E2 �÷ñc gåi l  ti¶u �iºm cõa conic (C ′) n¸u trong
khæng gian mð rëng phùc cõa P2 hai �÷íng th¯ng FI v  FJ l  hai
ti¸p tuy¸n cõa conic (C). �÷íng th¯ng d cõa E2 �÷ñc gåi l  �÷íng
chu©n cõa �÷íng conic (C ′) ùng vîi ti¶u �iºm F n¸u d sinh ra bði
�÷íng th¯ng trong P2 l  �÷íng �èi cüc cõa F �èi vîi conic (C).

Nh÷ vªy ti¶u �iºm F l  giao �iºm cõa hai ti¸p tuy¸n v³ tø I v  J
tîi conic (C), �â l  c¡c �÷íng th¯ng £o. N¸u (C ′) l  �÷íng trán th¼
(C) �i qua hai �iºm xiclic I, J . Khi �â, ti¶u �iºm F ch½nh l  giao
�iºm cõa hai ti¸p tuy¸n t¤i I v  J . Nh÷ vªy, F l  �iºm �èi cüc cõa
�÷íng th¯ng W �èi vîi (C), n¸u nâ l  t¥m cõa �÷íng trán (C ′).
Trong tr÷íng hñp n y khæng câ �÷íng chu©n, hay câ thº nâi, �÷íng
chu©n l  �÷íng th¯ng væ tªn W . N¸u (C ′) khæng ph£i l  �÷íng trán
th¼ qua I, công nh÷ qua J , câ hai ti¸p tuy¸n vîi (C).

Khi (C ′) l  mët parabol th¼ W ti¸p xóc vîi (C) n¶n trong bèn
ti¸p tuy¸n nâi tr¶n câ hai ti¸p tuy¸n tròng nhau v  tròng vîi W , hai
ti¸p tuy¸n kia l  £o li¶n hñp n¶n ct nhau t¤i �iºm thüc F .

Vªy parabol câ mët ti¶u �iºm v  mët �÷íng chu©n.

Khi (C ′) khæng ph£i l  mët parabol, bèn ti¸p tuy¸n nâi tr¶n l 
ph¥n bi»t v  chia th nh hai c°p £o li¶n hñp. Bði vªy, chóng ct nhau
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t¤i hai �iºm thüc F1 v  F2. Vªy (C ′) câ hai ti¸p �iºm v  hai �÷íng
chu©n.

�ành ngh¾a nâi tr¶n v· ti¶u �iºm v  �÷íng chu©n tròng vîi �ành
ngh¾a �¢ bi¸t ð mæn H¼nh håc Gi£i t½ch. Ta bi¸t r¬ng, �÷íng conic
l  quÿ t½ch nhúng �iºm M m  t¿ sè kho£ng c¡ch tø nâ tîi mët �iºm
F cè �ành v  mët �÷íng th¯ng d cè �ành luæn b¬ng mët sè e > 0

khæng �êi. �iºm F �÷ñc gåi l  ti¶u �iºm, �÷íng th¯ng d (khæng �i
qua F ) �÷ñc gåi l  �÷íng chu©n, e �÷ñc gåi l  t¥m sai.

Ta chån h» möc ti¶u trüc chu©n trong E2 sao cho OX2 l  d,OX1

�i qua F . Gi£ sû F = (p, 0). �iºm M (X1, X2) thuëc �÷íng conic
khi v  ch¿ khi MF = e.MH (trong �â, H l  h¼nh chi¸u vuæng gâc
cõa F tr¶n d). Tø �â suy ra ph÷ìng tr¼nh conic:

(X1 − p)2 +X2
2 = e2X2

1

hay
p2 +

(
1− e2

)
X2

1 +X2
2 − 2pX1 = 0 (3.32)

Chuyºn sang to¤ �ë x¤ £nh ta câ ph÷ìng tr¼nh conic (C) sinh ra
�÷íng conic nâi tr¶n l : p2x23 + (1− e2)x21 + x22 − 2px1x3 = 0.

Ta �¹ th§y, hai �÷íng th¯ng FI v  FJ �·u l  ti¸p tuy¸n cõa (C)

v  �÷íng th¯ng x1 = 0 l  �÷íng th¯ng �èi cüc cõa F . Vªy F công
l  ti¶u �iºm v  d l  �÷íng chu©n theo �ành ngh¾a mîi cõa ta.

265



TÂM T�T CH×ÌNG 3

Nëi dung ch½nh cõa ch÷ìng n y bao gçm:

1. Kh¡i ni»m khæng gian x¤ £nh, ph¯ng, h» �iºm �ëc lªp, möc
ti¶u v  tåa �ë x¤ £nh.

2. T¿ sè k²p cõa h ng bèn �iºm v  chòm bèn si¶u ph¯ng.

3. Nguy¶n tc �èi ng¨u trong khæng gian x¤ £nh.

4. Kh¡i ni»m v  c¡c t½nh ch§t cõa ¡nh x¤ x¤ £nh, bi¸n �êi x¤
£nh.

5. Mæ h¼nh x¤ £nh cõa khæng gian afin. Mèi quan h» giúa h¼nh
håc x¤ £nh v  h¼nh håc afin.

6. Si¶u m°t bªc hai x¤ £nh v  c¡c kh¡i ni»m li¶n quan: cüc �iºm
v  si¶u ph¯ng �èi cüc; si¶u di»n lîp hai.

7. �nh x¤ x¤ £nh v  ¡nh x¤ phèi c£nh giúa hai h ng �iºm v  hai
chòm �÷íng th¯ng trong P2.

8. C¡c �ành lþ cê �iºn v· �÷íng bªc hai trong m°t ph¯ng x¤ £nh:
�ành lþ Stainer, �ành lþ Pascal, �ành lþ Brianchon.

T�I LI�U �ÅC TH�M CH×ÌNG 3

[1] V«n Nh÷ C÷ìng (1999), H¼nh håc x¤ £nh, Nxb Gi¡o döc, H  Nëi
(Ch÷ìng 3).

[2] M. Audin (2002), Geometry, Springer Science - Business Media
(Ch÷ìng 5, 6).

[3] Nguy¹n Mëng Hy (1999), H¼nh håc cao c§p, Nxb Gi¡o döc, H 
Nëi (Ch÷ìng 3).
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C�U HÄI ÆN T�P CH×ÌNG 3

1. Th¸ n o l  khæng gian x¤ £nh? Th¸ n o l  h» �iºm �ëc lªp?

2. Th¸ n o l  möc ti¶u x¤ £nh? Cì sð �¤i di»n cõa möc ti¶u x¤ £nh?

3. Tåa �ë x¤ £nh cõa mët �iºm l  g¼? Tåa �ë �â câ �°c �iºm g¼?

4. Th¸ n o l  m−ph¯ng x¤ £nh? Hai ph¯ng x¤ £nh câ c¡c quan h»
n o? Ph÷ìng tr¼nh têng qu¡t cõa m−ph¯ng x¤ £nh câ �°c �iºm g¼?
Tåa �ë cõa si¶u ph¯ng l  g¼?

5. Th¸ n o l  nguy¶n tc �èi ng¨u trong khæng gian x¤ £nh?

6. Khæng gian afin n chi·u v  khæng gian x¤ £nh n chi·u câ quan h»
nh÷ th¸ n o? Trong mèi quan h» �â, quan h» giúa c¡c ph¯ng afin v 
c¡c ph¯ng x¤ £nh; giúa t¿ sè k²p v  t¿ sè �ìn thº hi»n nh÷ th¸ n o?

7. �nh x¤ x¤ £nh l  g¼? Ph²p x¤ £nh l  g¼? Quan h» giúa ¡nh x¤ x¤
£nh v  ¡nh x¤ tuy¸n t½nh �¤i di»n nh÷ th¸ n o?

8. Th¸ n o l  si¶u m°t bªc hai x¤ £nh? �÷íng bªc hai x¤ £nh? Lo¤i
cõa mët si¶u m°t bªc hai �÷ñc x¡c �ành nh÷ th¸ n o? Quan h» giúa
�÷íng conic x¤ £nh v  conic afin trong khæng gian 2 chi·u l  g¼?

9. Th¸ n o cüc �iºm v  si¶u ph¯ng �èi cüc �èi vîi mët si¶u m°t bªc
hai? Si¶u ph¯ng ti¸p xóc cõa si¶u m°t bªc hai l  g¼?

10. Si¶u m°t lîp hai l  g¼? T¤i sao nâi si¶u m°t lîp hai l  kh¡i ni»m
�èi ng¨u cõa si¶u m°t bªc hai?

11. Th¸ n o l  ¡nh x¤ x¤ £nh, ¡nh x¤ phèi c£nh giúa hai h ng �iºm,
giúa hai chòm �÷íng th¯ng trong P2?

12. �ành lþ Stainer li¶n quan �¸n ¡nh x¤ giúa hai chòm �÷íng th¯ng
th¸ n o?

13. �ành lþ Pascal nâi v· t½nh ch§t g¼ cõa h¼nh löc gi¡c nëi ti¸p mët
conic?

14. �ành lþ Brianchon nâi v· t½nh ch§t g¼ cõa h¼nh löc gi¡c ngo¤i
ti¸p mët conic?
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B�I T�P CH×ÌNG 3

Khæng gian x¤ £nh, möc ti¶u v  tåa �ë, ph¯ng v  ph÷ìng
tr¼nh ph¯ng

3.1. Trong khæng gian Euclid n chi·u �¢ cho mët möc ti¶u trüc
chu©n, cho mët si¶u c¦u S câ ph÷ìng tr¼nh:

x21 + x22 + x23 + . . .+ x2n = 1.

Gåi S ′ l  tªp hñp c¡c c°p �iºm xuy¶n t¥m �èi cõa S. H¢y x¥y düng
S ′ trð th nh mët khæng gian x¤ £nh n− 1 chi·u.

3.2. Gåi S v  S ′ l  c¡c tªp hñp nh÷ ð B i 3.1, cán B l  tªp hñp c¡c
�iºm n¬m trong si¶u c¦u S

B =
{
(x1, x2, . . . , xn) ∈ En | x21 + x22 + . . .+ x2n < 1

}
.

H¢y x¥y düng B′ = B∪S ′ trð th nh mët khæng gian x¤ £nh n chi·u.

3.3. Chùng minh r¬ng tªp hñp c¡c si¶u ph¯ng còng �i qua mët �iºm
cè �ành cõa khæng gian afin An câ thº �÷ñc x¥y düng th nh mët
khæng gian x¤ £nh n chi·u.

3.4. Chùng minh r¬ng hai �÷íng th¯ng trong m°t ph¯ng x¤ £nh
(khæng gian P2) luæn ct nhau.

3.5. Chùng minh r¬ng n¸u mët m−ph¯ng x¤ £nh �i qua m+1 �iºm
�ëc lªp cõa mët p−ph¯ng th¼ nâ n¬m tr¶n p−ph¯ng �â.

3.6. Trong khæng gian x¤ £nh P2 vîi möc ti¶u cho tr÷îc, cho c¡c
�iºm

A(1, 0, 1), B(2,−1, 2), C(2, 3, 1).

a) Chùng minh h» 3 �iºm A,B,C l  �ëc lªp.

b) H¢y bê sung 1 �iºm v o h» 3 �iºm tr¶n �º �÷ñc mët möc ti¶u.

3.7. Trong khæng gian x¤ £nhP2 cho möc ti¶u x¤ £nh {A1, A2, A3;E}
v  c¡c �iºm

A′
1 = (0, 1, 1), A′

2 = (2, 0, 1), A′
3 = (1, 1, 0), E ′ = (1, 1, 1).
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a) Chùng tä h» �iºm {A′
1, A

′
2, A

′
3;E

′} l  möc ti¶u x¤ £nh cõa P2.

b) Lªp cæng thùc �êi möc ti¶u tø {A1, A2, A3;E} sang {A′
1, A

′
2, A

′
3;E

′}.

3.8. Trong Pn vîi möc ti¶u {Ai;E} cho tr÷îc:

a) Lªp ph÷ìng tr¼nh tham sè v  ph÷ìng tr¼nh têng qu¡t cõam−ph¯ng
�i qua m+ 1 �¿nh �¦u ti¶n cõa möc ti¶u.

b) Lªp ph÷ìng tr¼nh tham sè v  ph÷ìng tr¼nh têng qu¡t cõam−ph¯ng
�i qua m+ 1 �iºm cuèi cõa möc ti¶u.

c) Lªp ph÷ìng tr¼nh têng qu¡t cõa si¶u ph¯ng �i qua t§t c£ c¡c �¿nh
cõa möc ti¶u trø �¿nh thù k.

3.9. Trong Pn cho mët (n− 2)−ph¯ng α câ ph÷ìng tr¼nh{
a1x1 + a2x2 + . . .+ an+1xn+1 = 0
b1x1 + b2x2 + . . .+ bn+1xn+1 = 0

.

Chùng minh r¬ng mët si¶u ph¯ng β l  chùa α khi v  ch¿ khi ph÷ìng
tr¼nh cõa β câ d¤ng p (a1x1 + a2x2 + . . .+ an+1xn+1)+

+q (b1x1 + b2x2 + . . .+ bn+1xn+1) = 0 trong �â p, q l  hai sè
khæng �çng thíi b¬ng 0.

3.10. Trong P3 vi¸t ph÷ìng tr¼nh cõa mët �÷íng th¯ng �i qua mët
�iºm M �¢ cho v  ct hai �÷íng th¯ng ch²o nhau d1, d2 cho tr÷îc
khæng chùa M .

3.11. Trong khæng gian x¤ £nh Pn cho hai c¡i ph¯ng Pr v  Ps. Têng
cõa hai c¡i ph¯ng n y l  mët c¡i ph¯ng câ sè chi·u b² nh§t chùa c£
Pr v  Ps. Giao cõa hai c¡i ph¯ng n y l  mët c¡i ph¯ng câ sè chi·u
lîn nh§t chùa trong Pr v  Ps. Chùng minh r¬ng n¸u p v  q l  sè
chi·u cõa têng v  giao th¼:

a) r + s = p+ q n¸u Pr v  Ps ct nhau.

b) r + s = p+ q − 1 n¸u Pr v  Ps ch²o nhau.

3.12. T¼m �i·u ki»n c¦n v  �õ �º hai c¡i ph¯ng Pr v  Ps cõa khæng
gian Pn ch²o nhau.

3.13. Cho hai c¡i ph¯ng Pr v  Ps cõa khæng gian Pn. Chùng minh
r¬ng tªp hñp t§t c£ c¡c �iºm n¬m tr¶n t§t c£ c¡c �÷íng th¯ng MN
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vîi M ∈ Pr, N ∈ Ps l  têng cõa Pr v  Ps.

3.14. Trong P2 vîi möc ti¶u x¤ £nh {Ai;E} cho c¡c �iºm A′
1(1, 1, 0),

A′
2(0, 1,−2), A′

3(1, 1, 1), E ′(2, 3,−5).

a) T¼m ma trªn chuyºn möc ti¶u tø möc ti¶u {Ai;E} sang möc ti¶u
{A′

i;E
′}.

b) Cho �iºm N(0, 1, 1), t¼m tåa �ë cõa N �èi vîi möc ti¶u {A′
i;E

′}.

3.15. Trong m°t ph¯ng A2 cõa khæng gian afin A3, x²t möc ti¶u
{A3;E1, E2} v  �iºm E(1, 1). L§y �iºm O ∈ A3 \ A2, ta gåi e⃗1 =
−−→
OA1 =

−−−→
A3E1, e⃗2 =

−−→
OA2 =

−−−→
A3E2, e⃗3 =

−−→
OA3, e⃗ =

−−→
OE. Ta câ e⃗1, e⃗2, e⃗3

l  mët cì sð cõa
−→
A3. B¥y gií ta bê sung c¡c ph¦n tû væ tªn v o m°t

ph¯ng afin �¢ cho �º câ m°t ph¯ng x¤ £nh P2. Gåi {A1, A2, A3;E}
l  möc ti¶u x¤ £nh ùng vîi cì sð nâi tr¶n.

a) N¸u mët �iºm X cõa m°t ph¯ng afin A2 câ tåa �ë afin l  (x1, x2)

th¼ �iºm �â câ tåa �ë x¤ £nh l  bao nhi¶u?

b) C¡c �iºm væ tªn �÷ñc bê sung v o m°t ph¯ng afin câ tåa �ë x¤
£nh l  bao nhi¶u?

3.16. M°t ph¯ng afin A2 �÷ñc bê sung c¡c �iºm væ tªn �º trð th nh
mët m°t ph¯ng x¤ £nh P2. Trong A2 ta chån mët möc ti¶u afin v 
x²t c¡c �iºm câ tåa �ë �èi vîi möc ti¶u �â nh÷ sau: A1 = (1, 0), A2 =

(0, 1), A3 = (0, 0) v  E = (1, 1). Xem {A1, A2, A3;E} l  möc ti¶u x¤
£nh cõa P2. N¸u mët �iºm M câ tåa �ë afin l  (x1, x2) th¼ tåa �ë
x¤ £nh b¬ng bao nhi¶u? �iºm væ tªn cõa méi �÷íng th¯ng afin ∆ s³
câ tåa �ë x¤ £nh l  bao nhi¶u n¸u cho bi¸t ph÷ìng tr¼nh cõa �÷íng
th¯ng ∆ �èi vîi möc ti¶u afin?

3.17. Trong P2 cho hai �iºm A (a1, a2, a3) , B (b1, b2, b3) ph¥n bi»t.
Chùng tä r¬ng tåa �ë cõa �÷íng th¯ng AB l :(∣∣∣∣ a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ a3 a1
b3 b1

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣) .
3.18. Trong P2 cho hai �÷íng th¯ng a v  b kh¡c nhau câ tåa �ë l 
(a1, a2, a3) v  (b1, b2, b3).Chùng tä r¬ng hai �÷íng th¯ng �â ct nhau
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t¤i mët �iºm v  tåa �ë giao �iºm l :(∣∣∣∣ a2 a3
b2 b3

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ a3 a1
b3 b1

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣) .
3.19. Trong P2 cho ba �iºm A (a1, a2, a3) , B (b1, b2, b3) , C (c1, c2, c3) .

Chùng minh �i·u ki»n c¦n v  �õ �º ba �iºm th¯ng h ng l :∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = 0.

3.20. TrongP2 câ ba �÷íng th¯ng a, b, c l¦n l÷ñt câ tåa �ë (a1, a2, a3),
(b1, b2, b3) v  (c1, c2, c3). Chùng minh �i·u ki»n c¦n v  �õ �º ba �÷íng
th¯ng a, b, c �çng quy l :∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = 0.

3.21. Gi£i b i to¡n sau b¬ng ph÷ìng ph¡p tåa �ë: "Trong m°t ph¯ng
x¤ £nh P2, cho hai tam gi¡c ABC v  A′B′C ′. Chùng minh r¬ng
�÷íng th¯ng nèi ba �¿nh AA′, BB′, CC ′ �çng quy khi v  ch¿ khi c¡c
giao �iºm AB ×A′B′, BC ×B′C ′, AC ×A′C ′ th¯ng h ng" (�ành lþ
Desargues).

3.22. Trong P2 cho mët tam gi¡c ABC v  mët �iºm S kh¡c A,B,C.
Gåi A′, B′, C ′ l¦n l÷ñt l  giao �iºm cõa c¡c c°p �÷íng th¯ng: AS
v  BC; BS v  CA; CS v  AB. Chùng minh r¬ng c¡c �iºm AB

×A′B′, BC ×B′C ′, AC × A′C ′ th¯ng h ng.

3.23. Trong Pn vîi möc ti¶u x¤ £nh {Ai;E} cho P l  c¡i ph¯ng �i
qua c¡c �¿nh A1, A2, . . ., Am v  �iºm E cõa möc ti¶u v  Q l  c¡i
ph¯ng �i qua c¡c �¿nh Am+2, . . . , An+1.

a) Lªp ph÷ìng tr¼nh têng qu¡t cõa P v  Q.

b) X²t và tr½ t÷ìng �èi cõa P v  Q.

c) T¼m sè chi·u cõa ph¯ng têng P+Q.
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3.24. Trong Pn vîi möc ti¶u x¤ £nh {Ai;E} cho Pn−1 l  si¶u ph¯ng
�i qua n �¿nh �¦u ti¶n cõa möc ti¶u v  gåi E ′ l  giao �iºm cõa �÷íng
th¯ng An+1E vîi si¶u ph¯ng Pn−1.

a) Chùng minh r¬ng {A1, A2, . . . , An;E
′} l  möc ti¶u x¤ £nh trong

Pn−1.

b) Chùng minh r¬ng n¸u �iºmX thuëc Pn−1 câ tåa �ë (x1, . . . , xn, 0)
�èi vîi möc ti¶u {Ai;E} trong Pn th¼ �iºm �â câ tåa �ë �èi vîi möc
ti¶u {A1, A2, . . . , An;E

′} trong Pn−1 l  (x1, x2, . . . , xn).

3.25. Trong P2 cho tam gi¡c A1A2A3 v  mët �÷íng th¯ng e khæng
�i qua c¡c �¿nh cõa tam gi¡c �â. Chùng minh r¬ng luæn tçn t¤i mët
�iºm E sao cho �èi vîi möc ti¶u {A1, A2, A3;E} �÷íng th¯ng e câ
ph÷ìng tr¼nh x1+x2+x3 = 0 (�÷íng th¯ng e n y �÷ñc gåi l  �÷íng
th¯ng �ìn và).

3.26. Trong P3 cho hai �÷íng th¯ng câ ph÷ìng tr¼nh:{
a1x1 + a2x2 + a3x3 + a4x4 = 0,
b1x1 + b2x2 + b3x3 + b4x4 = 0,{
c1x1 + c2x2 + c3x3 + c4x4 = 0,
d1x1 + d2x2 + d3x3 + d4x4 = 0.

T¼m �i·u ki»n c¦n v  �õ �º hai �÷íng th¯ng �â ch²o nhau.

T� sè k²p

3.27. Trong m°t ph¯ng x¤ £nh, vîi möc ti¶u �¢ chån, cho c¡c �iºm
A(1, 2, 0), B(2, 1, 1), C(5, 4, 2).

a) T½nh t� sè k²p (ABCD) bi¸t r¬ng D câ tåa �ë (4, 5, 1).

b) T¼m �iºm M sao cho (ABCM) = −1.

3.28. Trong m°t ph¯ng x¤ £nh cho 3 �iºm A,B,C ph¥n bi»t v  còng
n¬m tr¶n mët �÷íng th¯ng. Ch¿ b¬ng c¡ch düng c¡c �÷íng th¯ng,
h¢y düng �iºm D sao cho (ABCD) = −1.

3.29. Trong m°t ph¯ng x¤ £nh, cho hai �÷íng th¯ng a, b ph¥n bi»t v 
mët �iºmM /∈ a, b. T¼m qu¾ t½ch nhúng �iºm N sao cho (MNUV ) =
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k khæng �êi, trong �â U, V l  giao �iºm cõa �÷íng th¯ng MN l¦n
l÷ñt vîi a v  b.

3.30. Trong m°t ph¯ng x¤ £nh cho hai �÷íng th¯ng ph¥n bi»t a, b
v  mët �iºm M khæng thuëc chóng. Hai �÷íng th¯ng m,m′ bi¸n
thi¶n quaM ct a v  b l¦n l÷ñt t¤i A,A′ v  B,B′. T¼m qu¾ t½ch �iºm
N = AB′ × A′B.

3.31. Tr¶n �÷íng th¯ng x¤ £nh cho 4 �iºm A,B,C,D sao cho
(ABCD) > 0. Chùng minh r¬ng câ hai �iºm P v  Q sao cho
(ABPQ) = (CDPQ) = −1.

3.32. Trong m°t ph¯ng x¤ £nh cho tam gi¡c A1A2A3 v  mët �÷íng
th¯ng khæng �i qua c¡c �¿nh cõa nâ. Kþ hi»u K1 = d×A2A3, K2 =

d× A3A1, K3 = d× A1A2. Gi£ sû L1, L2, L3 l  3 �iºm l¦n l÷ñt n¬m
tr¶n 3 �÷íng th¯ng A2A3, A3A1, A1A2. Chùng minh r¬ng:

a) L1, L2, L3 th¯ng h ng khi v  ch¿ khi

(A2A3K1L1) (A3A1K2L2) (A1A2K3L3) = 1.

b) A1L1, A2L2, A3L3 �çng qui khi v  ch¿ khi

(A2A3K1L1) (A3A1K2L2) (A1A2K3L3) = −1.

Nguy¶n tc �èi ng¨u

3.33. Ph¡t biºu kh¡i ni»m �èi ng¨u cõa kh¡i ni»m h¼nh bèn c¤nh
to n ph¦n v  �ành lþ �èi ng¨u cõa �ành lþ 3.1.4.5 trong m°t ph¯ng
x¤ £nh.

3.34. Trong P2 cho 4 �÷íng th¯ng a, b, c, d còng �i qua mët �iºm O.
Mët �÷íng th¯ng khæng �i qua O ct a, b, c, d l¦n l÷ñt t¤i A,B,C,D
th¼ t¿ sè k²p (ABCD) khæng phö thuëc v o m. H¢y ph¡t biºu m»nh
�· �èi ng¨u.

3.35. Ph¡t biºu �ành lþ �èi ng¨u cõa �ành lþ Pappus.

3.36. Ph¡t biºu �ành lþ �èi ng¨u cõa �ành lþ Desargues.

3.37. Ph¡t biºu b i to¡n �èi ng¨u cõa b i to¡n sau: "Trong m°t
ph¯ng x¤ £nh, cho hai tam gi¡cABC v A′B′C ′ sao choAA′, BB′, CC ′
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�çng qui t¤i I, AB′, BC ′, CA′ �çng qui t¤i J . Chùng minh r¬ng c¡c
�÷íng th¯ng AC ′, BA′, CB′ công �çng qui t¤i mët �iºm".

�nh x¤ v  bi¸n �êi x¤ £nh

3.38. Cho f l  ph²p bi¸n �êi x¤ £nh trong Pn x¡c �ành bði hai möc
ti¶u {Ai;E} v  {A′ ; E ′} sao cho f (Ai) = A′

i, i = 1, 2, . . . , n + 1

v  f(E) = E ′. Chùng minh r¬ng n¸u mët �iºm X ∈ Pn câ tåa �ë
(x1, x2, .., xn+1) �èi vîi möc ti¶u {Ai;E} th¼ �iºm X ′ = f(X) công
câ tåa �ë (x1, x2, .., xn+1) �èi vîi möc ti¶u {A′ ; E ′}.

3.39. Chùng minh c¡c t½nh ch§t sau:

a) �nh x¤ x¤ £nh bi¸n m−ph¯ng th nh m−ph¯ng.

b) �nh x¤ x¤ £nh b£o to n t¿ sè k²p cõa 4 �iºm.

3.40. Ph²p bi¸n �êi x¤ £nh f trong P2 câ ph÷ìng tr¼nh �èi vîi mët
möc ti¶u cho tr÷îc l  

kx′1 = 2x2 + x3
kx′2 = 2x1 + x3
kx′3 = 2x1 + x2

.

T¼m £nh cõa �iºm M(0, 1, 2) v  £nh cõa �÷íng th¯ng d câ ph÷ìng
tr¼nh x1 + x2 + x3 = 0 qua f .

3.41. Ph²p bi¸n �êi x¤ £nh f trong P1 câ ph÷ìng tr¼nh �èi vîi mët
möc ti¶u cho tr÷îc l  {

kx′1 = x1 + 2x2
kx′2 = 3x1 + 2x2

.

a) T¼m £nh v  nghàch £nh cõa �iºm M(2, 1).

b) T¼m �iºm k²p cõa f .

3.42. T¼m ph÷ìng tr¼nh cõa ph²p bi¸n �êi x¤ £nh f cõa Pn bi¸n c¡c
�¿nh cõa möc ti¶u {Ai;E} th nh ch½nh nâ.

3.43. T¼m ph÷ìng tr¼nh cõa ph²p bi¸n �êi x¤ £nh f cõa Pn bi¸n c¡c
�¿nh Ai cõa möc ti¶u {Ai;E} th nh ch½nh nâ v  bi¸n c¡c �iºm cõa
si¶u ph¯ng xn+1 = 0 th nh ch½nh nâ.
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Chùng minh r¬ng méi ph²p bi¸n �êi x¤ £nh nh÷ th¸ bi¸n c¡c
�÷íng th¯ng �i qua �iºm An+1 th nh ch½nh nâ.

3.44. Trong P2 cho ph²p bi¸n �êi x¤ £nh f câ ph÷ìng tr¼nh:
kx′1 = 4x1 − x2

kx′2 = 6x1 − 3x2

kx′3 = x1 − x2 − x3

.

H¢y t¼m c¡c �iºm k²p v  c¡c �÷íng th¯ng b§t bi¸n qua f .

3.45. T¼m �iºm k²p cõa ph²p bi¸n �êi x¤ £nh sau �¥y:
kx′1 = ax1 + a1xn+1

kx′2 = ax2 + a2xn+1

. . .

kx′n+1 = axn+1 + an+1xn+1.

.

3.46. Trong P2 vîi möc ti¶u {Ai;E} cho ph²p bi¸n �êi x¤ £nh f

x¡c �ành bði f (A1) = A3; f (A2) = E; f (A3) = A1; f(E) = A2.

a) Vi¸t ph÷ìng tr¼nh cõa f �èi vîi möc ti¶u �¢ chån.

b) T¼m c¡c �iºm k²p cõa f .

c) Cho mët �iºm M tòy þ trong P2, gåi N l  £nh cõa M . Chùng
minh r¬ng M l  £nh cõa N .

3.47. Trong Pn vîi möc ti¶u x¤ £nh �¢ chån {Ai;E} cho ph²p bi¸n
�êi x¤ £nh f câ ph÷ìng tr¼nh k [x′] = B[x]. Chùng minh r¬ng si¶u
ph¯ng câ tåa �ë [a] = (a1, a2, . . . , an+1) bi¸n th nh si¶u ph¯ng câ tåa
�ë [a]B−1.

3.48. Trong P2 cho ph²p bi¸n �êi x¤ £nh f câ ph÷ìng tr¼nh
kx′1 = x2 + x3
kx′2 = x1 + x3
kx′3 = x1 + x2

.

Chùng minh r¬ng f l  mët ph²p th§u x¤ 0−c°p. X¡c �ành t¥m v 
n·n cõa nâ.
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3.49. Trong P2 cho ph²p bi¸n �êi x¤ £nh f câ ph÷ìng tr¼nh
kx′1 = x2 − x3
kx′2 = x1 + x3
kx′3 = 2x1 − 2x2 + 3x3

.

Chùng minh r¬ng f l  mët ph²p th§u x¤ �ìn �°c bi»t. X¡c �ành t¥m
v  cì sð cõa nâ.

3.50. a) Chùng minh r¬ng trong P2 n¸u mët ph²p bi¸n �êi x¤ £nh
f câ 3 �iºm k²p th¯ng h ng th¼ nâ l  mët ph²p th§u x¤.

b) Chùng minh r¬ng trong P2 n¸u mët ph²p bi¸n �êi x¤ £nh f câ 3
�÷íng th¯ng b§t �ëng �çng qui th¼ nâ l  mët ph²p th§u x¤.

3.51. Trong P2 h¢y lªp ph÷ìng tr¼nh cõa ph²p th§u x¤ 0−c°p, bi¸t
t¥m th§u x¤ l  �iºm A3(0, 0, 1) v  n·n th§u x¤ câ ph÷ìng tr¼nh
x3 = 0.

Si¶u m°t bªc hai

3.52. Trong m°t ph¯ng x¤ £nh cho möc ti¶u {Ai;E}.

a) H¢y lªp ph÷ìng tr¼nh cõa �÷íng bªc hai �i qua A1, A2, A3, E.

b) Chùng minh r¬ng câ væ sè �÷íng bªc hai nâi ð c¥u a) v  vîi méi
�iºm M khæng n¬m tr¶n c¡c �÷íng th¯ng A1A2, A1A3, A2A3, A1E,
A2E, A3E bao gií công câ duy nh§t �÷íng bªc hai nâi ð c¥u a) �i
qua.

3.53. H¢y x¡c �ành lo¤i cõa c¡c �÷íng bªc hai sau �¥y:

a) 4x21 + x22 + 5x23 + 4x1x2 − 12x1x3 − 6x2x3 = 0.

b) 2x21 + x22 − x23 + 3x1x2 − x1x3 + 2x2x3 = 0.

c) x21 + 4x22 + x23 − 4x1x2 + 2x1x3 − 4x2x3 = 0.

3.54. Vîi nhúng gi¡ trà n o cõa λ th¼ �÷íng bªc hai sau �¥y suy
bi¸n:

x21 − λx22 + (λ− 1)x23 + 2λx1x2 + 2λx1x3 + 2x2x3 = 0.

3.55. T¼m giao cõa �÷íng bªc hai:

2x21 + x22 − x23 + 3x1x2 − x1x3 + 2x2x3 = 0,
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vîi c¡c �÷íng th¯ng sau �¥y:

a) x1 − 2x2 + x3 = 0.

b) x1 = 5λ− µ, x2 = −3µ, x3 = −2λ+ µ, λ, µ ∈ R.

3.56. T¼m giao cõa mët si¶u m°t bªc hai vîi mët si¶u ph¯ng trong
khæng gian x¤ £nh.

3.57. Tªp hñp m+ 1 �iºm �ëc lªp cõa khæng gian x¤ £nh �÷ñc gåi
l  mët �ìn h¼nh m chi·u, c¡c �iºm �â �÷ñc gåi l  c¡c �¿nh cõa �ìn
h¼nh.

a) Chùng minh r¬ng, �èi vîi mët si¶u m°t bªc hai S trong Pn ta
luæn t¼m �÷ñc mët �ìn h¼nh n chi·u sao cho b§t ký c°p �¿nh n o
cõa nâ công li¶n hñp vîi nhau �èi vîi S (nâ �÷ñc gåi l  �ìn h¼nh tü
�èi cüc).

b) Chùng minh r¬ng, n¸u l§y c¡c �¿nh cõa mët n−�ìn h¼nh tü �èi
cüc �èi vîi si¶u m°t bªc hai S trong Pn l  c¡c �¿nh cõa mët möc
ti¶u th¼ ph÷ìng tr¼nh cõa S �èi vîi möc ti¶u �â s³ câ d¤ng ch½nh tc

λ1x
2
1 + λ2x

2
2 + . . .+ λn+1x

2
n+1 = 0.

Sau �â chån �iºm �ìn và cõa möc ti¶u mët c¡ch th½ch hñp, ta s³ �÷a
�÷ñc ph÷ìng tr¼nh nâi tr¶n v· d¤ng chu©n tc.

3.58. Trong m°t ph¯ng x¤ £nh, cho �÷íng bªc hai S:

2x21 + x22 − 2x23 − 6x1x2 + 4x2x3 = 0.

a) Vi¸t ph÷ìng tr¼nh �÷íng th¯ng �èi cüc cõa c¡c �iºm sau �¥y �èi
vîi S:

A1(1, 0, 0), A2(0, 1, 0), A3(0, 0, 1), E(1, 1, 1),M(2,−1, 5)

b) T¼m tåa �ë cüc �iºm cõa �÷íng th¯ng

7x1 + 4x2 − 10x3 = 0

�èi vîi S.
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3.59. Trong m°t ph¯ng x¤ £nh, cho �iºm A(−1, 2, 1), �÷íng th¯ng
a : 2x1 − x2 − 9x3 = 0 v  �÷íng bªc hai S

x21 − x22 + 3x23 + 2x1x2 + 2x1x3 − 6x2x3 = 0.

H¢y t¼m tr¶n a �iºm li¶n hñp vîi A �èi vîi S.

3.60. Trong khæng gian x¤ £nh cho si¶u m°t bªc hai S. Chùng minh
r¬ng c¡c si¶u ph¯ng �èi cüc ΠA,ΠB,ΠC , . . . cõa c¡c �iºm A,B,C, . . .

�èi vîi S còng �i qua mët �iºm I (khæng ph£i l  �iºm ký dà) khi
v  ch¿ khi c¡c �iºm A,B,C, . . . n¬m tr¶n si¶u ph¯ng �èi cüc ΠI cõa
�iºm I �èi vîi S.

3.61. Chùng minh r¬ng n¸u 4 �¿nh cõa mët h¼nh 4 �¿nh to n ph¦n
n¬m (xem B i tªp 3.33) tr¶n mët �÷íng bªc hai th¼ 3 �iºm ch²o cõa
nâ l m th nh mët tam gi¡c tü �èi cüc �èi vîi S.

Tø �â suy ra c¡ch düng �÷íng th¯ng �èi cüc cõa �iºm P công
nh÷ c¡ch düng ti¸p tuy¸n cõa S tø mët �iºm P m  ch¿ dòng th÷îc
(P khæng thuëc S).

3.62. Trong m°t ph¯ng x¤ £nh cho mët �÷íng bªc hai S v  mët tam
gi¡c tü �èi cüc ABC �èi vîi S. Mët �÷íng th¯ng m ct c¡c c¤nh
BC,CA,AB l¦n l÷ñt t¤i P,Q,R (khæng tròng vîi c¡c �¿nh cõa tam
gi¡c). Gåi P ′, Q′, R′ l  c¡c �iºm t÷ìng ùng n¬m tr¶n BC,CA, AB
v  theo thù tü li¶n hñp vîi P,Q,R �èi vîi S. Chùng minh r¬ng 3
�÷íng th¯ng AP ′, BQ′, CR′ �çng qui.

3.63. Trong m°t ph¯ng x¤ £nh, tam gi¡c ABC �÷ñc gåi l  �èi cüc
vîi tam gi¡c A′B′C ′ �èi vîi �÷íng bªc hai khæng suy bi¸n S n¸u
B′C ′, C ′A′, A′B ' l¦n l÷ñt l  �èi cüc cõa c¡c �iºm A,B,C �èi vîi S.
Chùng minh r¬ng, khi �â A′B′C ′ công l  �èi cüc cõa tam gi¡c ABC
�èi vîi S v  c¡c �÷íng AA′, BB′, CC ′ �çng qui.

3.64. Trong m°t ph¯ng x¤ £nh, cho �iºm A(3,−2, 2) v  �÷íng bªc
hai S:

3x21 + x22 − 5x23 + 2x1x2 + 2x1x3 − 4x2x3 = 0.

Lªp ph÷ìng tr¼nh cõa c¡c �÷íng th¯ng qua A v  l  ti¸p tuy¸n cõa
S.
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3.65. Trong m°t ph¯ng x¤ £nh cho möc ti¶u {Ai;E}. Lªp ph÷ìng
tr¼nh cõa �÷íng bªc hai �i qua A2, A3 v  nhªn A1A2, A1A3 l m c¡c
ti¸p tuy¸n.

3.66. Trong m°t ph¯ng x¤ £nh, cho möc ti¶u R = {Ai;E}. Câ thº
vi¸t ph÷ìng tr¼nh c¡c �÷íng sau �¥y theo tåa �ë khæng thu¦n nh§t
�èi vîi R �÷ñc khæng?

a) 2x1 − x2 − x3 = 0.

b) x21 + x22 − x23 + 2x1x2 + 2x1x3 − 4x2x3 = 0.

N¸u �÷ñc th¼ h¢y l m �i·u �â.

Li¶n h» x¤ £nh giúa hai h ng �iºm, giúa hai chòm �÷íng
th¯ng v  mët sè �ành l½ cê �iºn v· �÷íng bªc hai x¤ £nh

3.67. Cho {O}Λ̄f {O′} v  hai �÷íng th¯ng a ̸̸∋ O, a′ ̸∋ O′. X²t ¡nh
x¤ f : a→ a′ nh÷ sau: vîi M ∈ a l§y M ′ = f(M) = f(OM)× a′.

a) Chùng minh {a}Λ̄f̄ {a′}.

b) X¡c �ành và tr½ cõa a v  a′ �º f l  ph²p phèi c£nh.

3.68. Trong P2 cho li¶n h» x¤ £nh f giúa hai h ng �iºm m v  m′ v 
O,O′ l  hai �iºm cè �ành khæng n¬m tr¶n m v  m′. X²t ¡nh x¤ f :
{0} → {O′} nh÷ sau: Vîi �÷íng th¯ng d ∈ {0}, d ×m = M,M ′ =

f(M). Ta �°t f(d) = O′M ′.

a) Chùng minh f l  ¡nh x¤ x¤ £nh giúa hai chòm {0} v  {0′}.

b) Vîi �i·u ki»n n o th¼ f l  ph²p phèi c£nh.

3.69. Trong P2 cho conic S v  hai �÷íng th¯ng ph¥n bi»t a, a′ khæng
ct S. A,B l  hai �iºm ph¥n bi»t, cè �ành tr¶n conic S. Ta x¥y düng
¡nh x¤ f : a → a′ nh÷ sau: vîi M ∈ a, gåi giao �iºm thù hai cõa
�÷íng th¯ng AM vîi S l X (n¸u AM l  ti¸p tuy¸n th¼ ta l§yX ≡ A.
�°t M ′ = f(M) = BX × a′ (n¸u X ≡ B th¼ l§y BX l  ti¸p tuy¸n
t¤i B cõa S).

a) Chùng minh f l  ¡nh x¤ x¤ £nh.

b) T¼m và tr½ cõa a v  a′ �º f l  ph²p chi¸u xuy¶n t¥m.
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3.70. Trong P2 mët tam gi¡c ABC câ hai �¿nh A, B ch¤y tr¶n hai
�÷íng th¯ng a, b cè �ành v  ba c¤nh BC,CA, AB t÷ìng ùng �i qua
ba �iºm cè �ành α, β, γ khæng n¬m tr¶n a v  b. T¼m qu¾ t½ch �¿nh C.

3.71. Trong P2 cho hai �÷íng th¯ng a, b v  �iºm A n¬m tr¶n a, �iºm
B n¬m tr¶n b, �iºm P khæng n¬m tr¶n a v  b. Mët �÷íng th¯ng thay
�êi qua P ct a t¤i M , ct b t¤i N . T¼m quÿ t½ch giao �iºm K cõa
AN v  BM .

3.72. Trong P2 cho conic S v  mët �÷íng th¯ng d khæng ct S.
A,B l  hai �iºm cè �ành tr¶n S, X l  mët �iºm bi¸n thi¶n tr¶n d.
Kþ hi»u M,N l¦n l÷ñt l  giao �iºm thù hai cõa AX v  BX vîi S
(n¸u AX l  ti¸p tuy¸n vîi S th¼ l§y M ≡ A,BX l  ti¸p tuy¸n vîi S
th¼ l§y N ≡ B). T¼m qu¾ t½ch I = AN ×BM .

3.73. Chùng minh r¬ng n¸u hai tam gi¡c ABC v  KLM còng nëi
ti¸p mët conic th¼ chóng còng ngo¤i ti¸p mët conic n o �â.

3.74. TrongP2 cho tam gi¡cABC v  conic S ti¸p xóc vîiBC,CA,AB
l¦n l÷ñt t¤i A′, B′, C ′. Kþ hi»u P = AB×A′B′, Q = AC×A′C ′, R =

PQ×BC. Chùng minh r¬ng B′, C ′, R th¯ng h ng.

3.75. Trong P2 cho tù gi¡c ABCD ngo¤i ti¸p conic S. C¡c �÷íng
th¯ng AB, BC, CD, DA ti¸p xóc vîi S t÷ìng ùng t¤i M,N,P,Q.
Kþ hi»u I = AP × CQ, J = AN × CM . Chùng minh c¡c �iºm
D, I, J,B th¯ng h ng.

3.76. Trong P2 cho tù gi¡c ABCD ngåai ti¸p mët conic S. Gåi c¡c
ti¸p �iºm cõa CD vîi S l  P v  cõa CB vîi S l  Q. Chùng minh
c¡c �÷íng th¯ng AC,BP ,DQ �çng qui.

3.77. Trong P2 cho 4 �÷íng th¯ng a, b, c, d trong �â khæng câ 3
�÷íng n o �çng qui. S l  mët conic thay �êi luæn ti¸p xóc vîi 4
�÷íng th¯ng �â. Gåi M l  ti¸p �iºm cõa a vîi S,N l  ti¸p �iºm cõa
c vîi S. Chùng minh r¬ng �÷íng th¯ng MN luæn �i qua mët �iºm
cè �ành.

3.78. Tr¶n conic cho 4 �iºm ph¥n bi»t A,B,C,D. Gåi giao �iºm cõa
c¡c ti¸p tuy¸n vîi conic t¤i A v  C l  I, giao �iºm cõa AB v  CD
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l  J . Chùng minh r¬ng c¡c �÷íng th¯ng AD, BC v  IJ �çng qui.

3.79. Trong P2 cho 4 �iºm A,B,C,D, trong �â khæng câ 3 �iºm n o
th¯ng h ng. Mët conic S thay �êi luæn �i qua 4 �iºm A,B,C,D.
Gåi I l  giao �iºm cõa hai ti¸p tuy¸n vîi S t¤i A v  C. Chùng minh
r¬ng I luæn n¬m tr¶n mët �÷íng th¯ng cè �ành.

3.80. Trong P2 cho 4 �iºm A,B,C,D trong �â khæng câ 3 �iºm n o
th¯ng h ng. S l  mët conic bi¸n thi¶n luæn �i qua 4 �iºm �â. Ti¸p
tuy¸n S t¤i B ct AC t¤i B′; ti¸p tuy¸n cõa S t¤i C ct BD t¤i C ′.
Chùng minh r¬ng �÷íng th¯ng B′C ′ luæn �i qua mët �iºm cè �ành.

3.81. Trong P2 cho conic S v  6 ti¸p tuy¸n kh¡c nhau a, a′, b, b′, c, c′.
Kþ hi»u A = a× c, B = b× c, A′ = a′ × c′, B′ = b′ × c′. Chùng minh
r¬ng 3 �iºm P = a× a′, Q = b× b′, R = AB′ × BA′ còng n¬m tr¶n
mët �÷íng th¯ng.

Mæ h¼nh x¤ £nh cõa khæng gian afin

3.82. X²t b i to¡n afin sau: "Trong mët tam gi¡c 3 �÷íng trung
tuy¸n �çng qui". H¢y chuyºn b i to¡n tr¶n sang b i to¡n x¤ £nh.

3.83. X²t b i to¡n afin sau: "Tr¶n c¡c �÷íng th¯ng chùa c¡c c¤nh
BC,CA,AB cõa tam gi¡c ABC l§y c¡c �iºmM,N,P t÷ìng ùng sao
cho (BCM)(CAN)(ABP ) = 1. Chùng minh r¬ng M,N,P th¯ng
h ng" (�ành lþ Menelaus). H¢y chuyºn b i to¡n tr¶n sang b i to¡n
x¤ £nh.

3.84. X²t b i to¡n sau: "Trong m°t ph¯ng afin, cho hypebol H v 
mët ti¸p tuy¸n cõa H t¤i A ct hai �÷íng ti»m cªn cõa H t¤i C,D.
Chùng minh AC = AD". H¢y chuyºn b i to¡n tr¶n sang b i to¡n
x¤ £nh v  gi£i b i to¡n §y.

3.85. Chuyºn b i to¡n afin sau th nh b i to¡n x¤ £nh t÷ìng ùng
"Chùng minh r¬ng giao �iºm cõa hai �÷íng ti»m cªn cõa mët hy-
pebol l  trung �iºm cõa d¥y cung t¤o bði mët c¡t tuy¸n �i qua giao
�iºm �â vîi hypebol".

3.86. Chuyºn b i to¡n afin sau th nh b i to¡n x¤ £nh t÷ìng ùng:
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"Chùng minh r¬ng giao �iºm cõa hai �÷íng ch²o cõa mët h¼nh thang
l  trung �iºm cõa �o¤n th¯ng t¤o bði �÷íng th¯ng �i qua giao �iºm
�â v  song song vîi hai �¡y ct hai c¤nh h¼nh thang".

3.87. Cho b i to¡n x¤ £nh sau: "Tr¶n conic trong P2 cho 4 �iºm
ph¥n bi»t A,B,C,D. Gåi giao �iºm cõa c¡c ti¸p tuy¸n t¤i A v  C
l  I, giao �iºm cõa AB v  CD l  J . Chùng minh r¬ng c¡c �÷íng
th¯ng AD,BC v  JI �çng qui".

Ph¡t biºu b i to¡n afin t÷ìng ùng vîi b i to¡n x¤ £nh tr¶n trong
khæng gian A2 = P2\AC.

3.88. Sû döng mæ h¼nh x¤ £nh cõa m°t ph¯ng afin chùng minh �ành
lþ sau trong h¼nh håc afin: "Trong m°t ph¯ng afin A2 cho parabol
(P), chùng minh r¬ng måi �÷íng k½nh cõa (P) câ còng mët ph÷ìng".
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H×ÎNG D�N GI�I B�I T�P

H×ÎNG D�N GI�I B�I T�P CH×ÌNG 1

Khæng gian afin

1.1. Ta câ C vîi ph²p cëng hai sè phùc v  ph²p nh¥n mët sè thüc
vîi sè phùc l  mët khæng gian vectì thüc hai chi·u vîi cì sð {1, i}.
Do �â C l  khæng gian afin thüc hai chi·u vîi c§u tróc afin ch½nh
tc.

1.2. X²t ¡nh x¤

ψ : B×B →
−→
A

(M,N) 7→ f−1(M)f−1(N)
.

Kiºm tra ψ thäa m¢n hai ti¶n �· v· �ành ngh¾a khæng gian afin.

1.3. Chùng minh trüc ti¸p
(
(A×A′) ,Φ,

−→
A ×

−→
A′
)
thäa m¢n hai

ti¶n �· cõa mët khæng gian afin.

1.4. b) Chùng minh trüc ti¸p (A/−→α ,Φ,
−→
A/−→α ) thäa m¢n hai ti¶n �·

cõa mët khæng gian afin.

1.5. Ta câ thº �ành ngh¾a ph²p to¡n tr¶n A nh÷ sau �º A l  trð
th nh mët khæng gian vectì:

A+B := C ⇔
−→
OA+

−−→
OB =

−→
OC

λ.A := B ⇔ λ ·
−→
OA =

−−→
OB

, λ ∈ R.

Khi �â A l  mët khæng gian vectì.

1.6. + �i·u ki»n c¦n: gi£ sû r¬ng h» m + 1 �iºm A0, A1, . . . , Am l 
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�ëc lªp, O l  �iºm b§t k¼ v 

m∑
i=0

λi
−→
OAi = 0⃗ v 

m∑
i=0

λi = 0 (λi ∈ R) .

Tø hai �¯ng thùc tr¶n ta câ:

m∑
i=0

λi
−→
OAi −

(
m∑
i=0

λi

)
−→
OA0 = 0⃗

hay
∑m

i=1 λi
−−→
A0Ai = 0⃗ V¼ A0, A1, . . . , Am l  h» �iºm �ëc lªp v ∑m

i=0 λi = 0 suy ra λ1 = . . . = λm = λ0 = 0.

+ �i·u ki»n �õ: X²t �¯ng thùc

m∑
i=1

λi
−−→
A0Ai = 0⃗

⇔
m∑
i=1

λi

(−→
OAi −

−→
OA0

)
= 0⃗, O l  �iºm b§t ký.

hay
m∑
i=1

λi
−→
OAi −

(
m∑
i=1

λi

)
−→
OA0 = 0⃗.

�°t
λ0 = −λ1 − λ2 − . . .− λm

Ta câ
m∑
i=0

λi
−→
OAi = 0⃗ v 

m∑
i=0

λi = 0.

Do �â λ1 = . . . = λm = λ0 = 0. Suy ra h» �iºm A0, A1, . . . , Am l 
�ëc lªp.

1.7. Gi£ sû h» �iºm M0,M1, . . . ,Mm l  m+ 1 �iºm �ëc lªp, khi �â
ta câ h» vectì

−−−→
M0M1,

−−−→
M0M2, . . . ,

−−−→
M0Mm l  h» vectì �ëc lªp tuy¸n

t½nh.

H» �iºmM0,M1, . . . ,Mm,Mm+1 l  phö thuëc n¸u h» vectì
−−−→
M0M1,−−−→

M0M2, . . .,
−−−→
M0Mm+1 l  h» vectì phö thuëc tuy¸n t½nh, tùc l  tçn t¤i
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c¡c sè λ1, λ2, . . . , λm ∈ R sao cho
−−−→
M0Mm+1 = λ1

−−−→
M0M1+ λ2

−−−→
M0M2+

. . .+λm
−−−→
M0Mm hay

−−→
OMm+1−

−−→
OM0 = λ1

(−−→
OM1 −

−−→
OM0

)
+ λ2

(−−→
OM2

−
−−→
OM0

)
+ . . .+λm

(−−→
OMm −

−−→
OM0

)
(vîi O l  �iºm tòy þ). �i·u n y

t÷ìng �÷ìng vîi
−−→
OMm+1 = (1− λ1 − λ2 − . . .− λm)

−−→
OM0+ λ1

−−→
OM1+ λ2

−−→
OM2+ . . .+

λm
−−→
OMm.

�°t λ0 = 1− λ1 − λ2 − . . .− λm. Ta câ:
−−→
OMm+1 = λ0

−−→
OM0 + λ1

−−→
OM1 + λ2

−−−→
OM2 + . . .+ λm

−−→
OMm,

vîi
∑m

i=0 λi = 1.

1.8. Cæng thùc �êi möc ti¶u tø möc ti¶u thù nh§t sang möc ti¶u thù
hai: 

x1 = x′1 + x′3 + a1

x2 = x′1 + x′2 + a2

x3 = x′2 + x′3 + a3

,

trong �â E (a1, a2, a3).

1.9. b) Ma trªn chuyºn tø cì sð t÷ìng ùng möc ti¶u (1) sang cì sð
t÷ìng ùng möc ti¶u (2) l :

A =

 1 0 0
−1 −1 0
−1 −1 −1

 .
Cæng thùc �êi möc ti¶u tø (1) sang (2) l :

[x] = A [x′] + [a0] (∗)

hay 
x1 = x′1 +1

x2 = −x′1 − x′2 +1

x3 = −x′1 + x′2 − x′3 +1

.

Ma trªn chuyºn tø cì sð t÷ìng ùng möc ti¶u (1) sang cì sð t÷ìng
ùng möc ti¶u (3) l :

B =

 1 2 1
1 0 0
0 1 1

 .
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Cæng thùc �êi möc ti¶u tø (1) sang (3) l :

[x] = B [x′′] + [a′0] (∗∗)

Tø (∗) v  (∗∗) ta câ: A [x′] + [a0] = B [x′′] + [a′0]

⇔ [x′] = A−1B [x′′] + A−1 ([a′0]− [a0])

Hay 
x′1 = x′′1 + 2x′′2 + x′′3 + 1

x′2 = −2x′′1 − 2x′′2 − x′′3 + 1

x′3 = x′′1 − x′′2 − x′′3

.

Chó þ: Câ thº t¼m ma trªn chuyºn trüc ti¸p tø (2) sang (3) rçi vi¸t
cæng thùc �êi möc ti¶u.

1.10. Cho tr÷îc mët möc ti¶u afin, ta câ möc ti¶u thù hai sao cho
ma trªn chuyºn tø möc ti¶u thù nh§t sang möc ti¶u thù hai l  A−1

v  �iºm gèc cõa möc ti¶u thù hai câ ma trªn tåa �ë cët �èi vîi möc
ti¶u thù nh§t l  −A−1[a]. Khi �â cæng thùc �êi möc ti¶u tø möc ti¶u
thù nh§t sang möc ti¶u thù hai l :

[x] = A−1[x′]− A−1[a],

hay
[x′] = Ax+ [x],

trong �â [x], [x′] t÷ìng ùng l  ma trªn tåa �ë cët cõa mët �iºm �èi
vîi möc ti¶u thù nh§t v  möc ti¶u thù hai.

1.11. Sû döng trong khæng gian vectì m chi·u tçn t¤i h» m vectì
�ëc lªp tuy¸n t½nh.

1.13. Vîi ∀x⃗ ∈ −→α ,∃M,N ∈ α sao cho:
−−→
MN = x⃗. Gi£ sû x⃗|{e⃗i} =

(x1, x2, . . . , xn), M|{O;e⃗i} =
(
xM1 , x

M
2 , . . . , x

M
n

)
,

N|{O;e⃗i} =
(
xN1 , x

N
2 , . . . , x

N
n

)
.

Ta câ: (x1, x2, . . . , xn) =
(
xN1 − xM1 , x

N
2 − xM2 , . . . , x

N
n − xMn

)
.

M,N ∈ α n¶n

ai1x
M
1 + . . .+ ainx

M
n + bi = 0, i = 1, . . . ,m,

ai1x
N
1 + . . .+ ainx

N
n + bi = 0, i = 1, . . . ,m.
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Trø theo v¸ ta �÷ñc:

ai1
(
xN1 − xM1

)
+ . . .+ ain

(
xNn − xMn

)
= 0, i = 1, . . . ,m.

hay
ai1x1 + . . .+ ainxn = 0, i = 1, . . . ,m.

1.16. Vi¸t ph÷ìng tr¼nh têng qu¡t tø ph÷ìng tr¼nh tham sè cõa c¡c
ph¯ng.

1.17. a) C¡ch 1. H» hai ph÷ìng tr¼nh cõa MN v  PQ væ nghi»m,
n¶n MN ∩ PQ = ∅. M°t kh¡c {

−−→
MN,

−→
PQ} �ëc lªp tuy¸n t½nh n¶n

hai �÷íng th¯ng MN v  PQ ch²o nhau.

C¡ch 2. H» {
−−→
MN,

−→
PQ,

−−→
MP} �ëc lªp tuy¸n t½nh n¶n 2 �÷íng

th¯ng MN v  PQ ch²o nhau.

b) PQ∩{x1 = 0} =
{
A
(
0,−1,−3

2
, 1
2

)}
, PQ∩{x2 = 0} = {B(1, 0, 0, 1)}

PQ∩{x3 = 0} = {C(1, 0, 0, 1)} PQ∩{x4 = 0} = {D(−1,−2,−3, 0)}.

1.18. C¡c ph¯ng α v  β �·u song song vîi c¡i ph¯ng γ n¶n x£y ra
mët trong c¡c tr÷íng hñp sau:

1)
{ −→α ⊂ −→γ

−→
β ⊂ −→γ

⇒ −→α ∩
−→
β ⊂ −→γ ⇒ α ∩ β//γ .

2)
{ −→α ⊂ −→γ

−→γ ⊂
−→
β

⇒ −→α ∩
−→
β ⊂ −→α ⊂ −→γ ⇒ α ∩ β//γ

3)
{ −→γ ⊂ −→α

−→
β ⊂ −→γ

⇒ −→α ∩
−→
β ⊂

−→
β ⊂ −→γ ⇒ α ∩ β//γ .

4)
{ −→γ ⊂ −→α

−→γ ⊂
−→
β

⇒ −→γ ⊂ −→α ∩
−→
β ⇒ α ∩ β//γ

1.19. N¸u hai trong ba si¶u ph¯ng α, β v  γ tròng nhau th¼ câ ngay
k¸t qu£.

Gi£ sû α, β v  γ l  ba si¶u ph¯ng ph¥n bi»t �æi mët ct nhau.

Khi �â: −→α ∩
−→
β ⊂ −→γ Suy ra

{ −→α ∩
−→
β ⊂ −→α ∩ −→γ ,

−→α ∩
−→
β ⊂

−→
β ∩ −→γ .

V¼ dim(−→α ∩
−→
β ) = dim(−→α ∩ −→γ ) = dim(

−→
β ∩ −→γ ) = n − 2 n¶n

−→α ∩
−→
β = −→α ∩ −→γ =

−→
β ∩ −→γ .
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Do �â γ ∩ α v  γ ∩ β song song vîi nhau.

1.20. Gi£ sû β ∩ α′ = ∅, Khi �â:

dim (β + α′) = dimβ + dimα′ − dim
(−→
β ∩ −→α ′

)
+ 1

= dimβ + dimα− dim(
−→
β ∩ −→α ) + 1

= dim(β + α) + 1 > n (m¥u thu¨n).

1.21. Gi£ sû α v  β song song vîi nhau v  câ sè chi·u l¦n l÷ñt l  m
v  l. Ta câ

−→α ∩
−→
β = −→α

ho°c −→α ∩
−→
β =

−→
β
.

�p döng cæng thùc v· sè chi·u cõa têng α + β suy ra:

+ N¸u α ∩ β ̸= ∅ th¼ dim(α + β) = max{m, l};

+ N¸u α ∩ β = ∅ th¼ dim(α + β) = max{m, l}+ 1.

1.22. Gåi G∗ l  t¥m t¿ cü cõa h» hai �iºm G,G′ gn vîi hå h» sè

λ =
k∑

i=1

λi;λ
′ =

m∑
j=k+1

λj.

Ta câ: (
k∑

i=1

λi

)
−−→
G∗G+

(
m∑

j=k+1

λj

)
−−−→
G∗G′ = 0⃗

⇔

(
k∑

i=1

λi

)(−−→
G∗Pi −

−→
GP i

)
+

(
m∑

j=k+1

λj

)(−−−→
G∗Pj −

−−→
G′Pj

)
= 0⃗.

V¼
k∑

i=1

λi
−−→
GPi = 0⃗;

m∑
j=k+1

λj
−−→
G′Pj = 0⃗.

Suy ra
m∑
i=1

λi
−−→
G∗Pi = 0⃗.

Do �â G∗ tròng vîi G′′, l  t¥m t¿ cü cõa h» �iºm M1,M2, . . . ,Mm

gn vîi hå h» sè λ1, λ2, . . . , λm.
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1.23. b), c) ¡p döng b i 1.22.

1.24. a) Gåi {P0, P1, . . . , Pm} l  m + 1 �¿nh cõa �ìn h¼nh S. S ′ l 
k−m°t b¶n lªp bði k+1 �¿nh {P0, P1, . . . , Pk}, S ′′ l  (m−k−1)−m°t
b¶n �èi di»n lªp bði m− k �¿nh {Pk+1, . . . , Pm}. Gåi α v  β l¦n l÷ñt
l  bao afin cõa S ′ v  S ′′. Sû döng cæng thùc v· chi·u cõa α+ β suy
ra α ∩ β = ∅. V¼ h» P0, P1, . . . , Pm �ëc lªp n¶n −→α ̸⊂

−→
β v 

−→
β ̸⊂ −→α ,

tùc α ̸∥ β. Do �â α v  β ch²o nhau.

b) Theo b i 1.20, c¡c �÷íng th¯ng nèi méi �¿nh vîi trång t¥m cõa
bi¶n �èi di»n �çng qui t¤i trång t¥m cõa h» c¡c �¿nh cõa �ìn h¼nh.

c) Tø b i 1.20 suy ra (k + 1)
−−→
GG′ + (m− k)

−−→
GG′′ = 0⃗

−−→
GG′ =

k −m

k + 1

−−→
GG′′ ⇔ (G′G′′G) =

k −m

k + 1
.

1.25. Chia h» 4 �iºm th nh hai h», méi h» 2 �iºm. Sû döng b i 1.20
ta th§y r¬ng c¡c �÷íng th¯ng nâi trong b i to¡n �çng quy t¤i trång
t¥m cõa h» 4 �iºm �¢ cho.

1.26. Gåi −→α l  khæng gian con chùa ph÷ìng cõa ba m−ph¯ng song
song sao cho

−→
An = −→α ⊕

−→
d′ .

X²t ph²p chi¸u song song f tø An l¶n �÷íng th¯ng d′ theo ph÷ìng
−→α . Khi �â f l  ¡nh x¤ afin, A′, B′, C ′ t÷ìng ùng l  £nh cõa A,B,C.
Qua f t¿ sè �ìn cõa 3 �iºm �÷ñc b£o to n, tùc (ABC) = (A′B′C ′).
Thªt vªy, gi£ sû

−→
AC = k

−−→
BC ⇒

−→
f (

−→
AC) =

−→
f (k

−−→
BC) = k

−→
f (

−−→
BC) ⇒

−−→
A′C ′ = k

−−→
B′C ′, tùc (ABC) = k = (A′B′C ′).

1.27. X£y ra 2 kh£ n«ng: ho°c 3 �÷íng A1A2, B1B2, C1C2 song song
vîi nhau, ho°c 3 �÷íng ct nhau t¤i mët �iºm thuëc (n− 2)−ph¯ng
(giao cõa 3 si¶u ph¯ng). T÷ìng ùng vîi méi tr÷íng hñp, vi»c chùng
minh ti¸p theo l  d¹ d ng.

1.28. Biºu thà
−−→
OM =

−−→
OMi +

−−−→
MiM . Ti¸p töc chùng minh

−−→
OMi =

xi
−−→
OEi, tø �â suy ra k¸t qu£.

1.29. Chån möc ti¶u afin {O;A,A′}, ta câ O(0, 0); A(1, 0); A′(0, 1);
B(b, 0); C(c, 0); B′(0, b);C ′ (0, c′) , b, c, b′, c′ ̸= 0. Khi �â ph÷ìng tr¼nh
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cõa �÷íng th¯ng d l  x2 = 0 v  ph÷ìng tr¼nh cõa �÷íng th¯ng d′ l 
x2 = 0. X¡c �ành tåa �ë giao �iºm P cõa AB′ v  A′B, tåa �ë giao
�iºm N cõa AC ′ v  A′C, tåa �ë giao �iºm M cõa BC ′ v  B′C. Ta
câ

xN − xM
xP − xM

=
yN − yM
yP − yM

.

Do �â
−−→
MN v 

−−→
MP phö thuëc tuy¸n t½nh, n¶n 3 �iºmM,N,P th¯ng

h ng (H¼nh 3.34).

H¼nh 3.34

1.30. Chùng minh n¸u (a1, a2, . . . , an) v  (b1, b2, . . . , bn) l  nghi»m
cõa mët ph÷ìng tr¼nh ho°c mët b§t ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh th¼
λ (a1, a2, . . . , an) + (1− λ) (b1, b2, . . . , bn), 0 ≤ λ ≤ 1 công l  nghi»m
cõa ph÷ìng tr¼nh ho°c b§t ph÷ìng tr¼nh n y. Tø �â nghi»m cõa
ph÷ìng tr¼nh hay b§t ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh l  tªp lçi. Ti¸p töc
sû döng giao c¡c tªp lçi l  tªp lçi suy ra k¸t qu£.

Nhªn x²t. Tªp �iºm câ tåa �ë l  nghi»m cõa mët b§t ph÷ìng tr¼nh
tuy¸n t½nh l  mët nûa khæng gian, theo tr¶n suy ra nûa khæng gian
l  tªp lçi.

1.31. Biºu thà méi tªp d÷îi d¤ng giao c¡c tªp lçi nh÷ �èi vîi b i
tr¶n.

�nh x¤ afin
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1.32. Gåi
−→
f l  ¡nh x¤ n·n cõa ¡nh x¤ afin f ,

−→
f :

−→
A →

−→
A′.

a) Suy tø f l  �ìn ¡nh khi v  ch¿ khi
−→
f l  �ìn ¡nh, v 

−→
f l  �ìn

¡nh khi v  ch¿ khi dim
−→
A = dim

−→
f (

−→
A ).

b) Suy tø f l  to n ¡nh khi v  ch¿ khi
−→
f l  to n ¡nh, v 

−→
f l  to n

¡nh khi v  ch¿ khi dim
−→
f (

−→
A ) = dim

−→
A′.

1.33. �nh x¤ afin b£o to n quan h» ct nhau, song song, bi¸n �êi
afin b£o to n th¶m quan h» ch²o nhau.

1.34. X²t ph²p th§u x¤ t¿ sè k câ n·n l  m−ph¯ng α v  ph÷ìng
−→
β .

Khi �â ¡nh x¤
φ :

−→
A = −→α ⊕

−→
β → −→α ⊕

−→
β

u⃗+ v⃗ 7→ u⃗+ k−→v
.

l  ¡nh x¤ tuy¸n t½nh li¸n k¸t vîi ph²p th§u x¤.

1.35 c) +Lªp ph÷ìng tr¼nh cõa f (nâi trong c¥u b) �èi vîi möc ti¶u
(∗).

C¡ch 1: Ph÷ìng tr¼nh câ d¤ng{
x′1 = a11x1 + a12x2 + b1
x′2 = a21x1 + a22x2 + b2

. (**)

Trong �â (x1, x2) v  (x′1, x
′
2) theo thù tü l  tåa �ë cõa mët �iºm

v  cõa �iºm £nh �èi vîi möc ti¶u (∗). Do

A 7→ A′ n¶n ta câ:
{
a11 + b1 = 2
a21 + b2 = 3

(I)

B 7→ B′ n¶n ta câ:
{

2a12 + b1 = −1
2a22 + b2 = 4

(II)

C 7→ C ′ n¶n ta câ:
{

−3a11 + b1 = −2
−3a21 + b2 = −1

(III)

Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh t¤o bði 3 h» (I), (II), (III) ta câ:

a11 = 1, a12 = −1, a21 = 1, a22 = 1, b1 = 1, b2 = 2.

Thay v o (∗∗) ta câ ph÷ìng tr¼nh cõa f �èi vîi möc ti¶u (∗).
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C¡ch 2: Tø
−→
f (

−→
AB) =

−−→
A′B′,

−→
f (

−→
AC) =

−−→
A′C ′ t¼m ma trªn chuyºn

M tø cì sð {e⃗1, e⃗2} li¶n k¸t cõa möc ti¶u ban �¦u sang cì sð
{
−→
f (e⃗1),

−→
f (e⃗2)}. Tø d¤ng ph÷ìng tr¼nh [x′] =M [x]+ [a] khi f(A) =

A′ t¼m [a].

+ Lªp ph÷ìng tr¼nh cõa f (nâi trong c¥u b) �èi vîi möc ti¶u
{A;B,C}.

Tåa �ë cõa A′ �èi vîi möc ti¶u {A;B,C} l 
(
3

2
;−5

8

)
.

−−→
A′B′ =

1

2

−→
AB +

5

8

−→
AC,

−−→
A′C ′ = −2

−→
AB +

2

3

−→
AC.

Vªy ph÷ìng tr¼nh cõa f �èi vîi möc ti¶u {A;B,C} l :
x′1 =

1

2
x1 − 2x2 +

3

2

x′2 =
5

8
x1 +

2

3
x2 −

5

8

.

1.36. X²t ¡nh x¤
−→
f câ ph÷ìng tr¼nh{

x′1 = 3x1 + 2x2
x′2 = 2x1 + 2x2

.

D¹ th§y
−→
f l  �¯ng c§u tuy¸n t½nh cõa

−→
A2 n¶n f l  ph²p bi¸n �êi

afin cõa A2.

Ph÷ìng tr¼nh cõa f−1 l :{
x′1 = x1 − x2 + 1

x′2 = −x1 +
3

2
x2 −

1

2

.

b) f(M) = (5, 5), f−1(M) =

(
0,

3

2

)
.

c) �nh cõa d câ ph÷ìng tr¼nh: x1 − 4 = 0. T¤o £nh cõa d câ ph÷ìng
tr¼nh: 13x1 + 10x2 − 14 = 0.
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1.37. a) �÷íng th¯ng câ ph÷ìng b§t bi¸n �èi vîi f câ vectì ch¿
ph÷ìng l  vectì ri¶ng cõa

−→
f . Ph÷ìng tr¼nh cõa

−→
f :{

x′1 = 4x1 + 6x2
x′2 = 4x1 + 9x2

.

C¡c vectì ri¶ng cõa
−→
f l : v⃗1 = (−2, 1), v⃗2 = (3, 4). C¡c �÷íng th¯ng

câ ph÷ìng b§t bi¸n �èi vîi f câ ph÷ìng tr¼nh �èi vîi möc ti¶u �¢
cho l : x1+2x2+ a = 0 v  4x1− 3x2+ b = 0; vîi a, b l  c¡c sè tòy þ.

b) Tåa �ë �iºm k²p M (x1, x2) thäa m¢n h» ph÷ìng tr¼nh:{
x1 = 4x1 + 6x2 + 3
x2 = 4x1 + 9x2 + 1

⇔ x1 + 2x2 + 1 = 0 .

Vªy to n bë c¡c �iºm thuëc �÷íng th¯ng x1 + 2x2 + 1 = 0 l  �iºm
k²p.

1.38. V¼ f, f−1 l  c¡c ph²p afin, ta ch¿ c¦n x²t £nh cõa �o¤n th¯ng
v  tªp lçi l  �õ. Sû döng t½nh ch§t t¿ sè �ìn b£o to n qua ph²p afin.

1.39. a) Trång t¥m tam gi¡c ABC l  �iºm k²p cõa ph²p afin f v 
l  �iºm k²p duy nh§t. �÷íng th¯ng qua A v  trung �iºm BC gçm
to n �iºm k²p v  ch¿ câ c¡c �iºm �â.

1.40. Gi£i t÷ìng tü b i 1.27. Ph÷ìng tr¼nh cõa ph²p bi¸n �êi afin
f : A3 → A3:

+ �èi vîi möc ti¶u {O; e⃗1, e⃗2, e⃗3} l 
x′1 = −2x1 − x2 − x3 + 4

x′2 = −x1 − 1

x′3 = −x1 − x3 + 2

.

+ �èi vîi möc ti¶u {A0;A1, A2, A3} l 
x′1 = 2x2 + x3 − 1
x′2 = −x1 − 2x2 − x3 + 2
x′3 = x1 − x2 − x3

.

1.41. [x′] =

 −1 −1 −1
0 1 0
0 0 1

 [x] +

 1
0
0

.
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1.42. X²t ¡nh x¤ tuy¸n t½nh φ :
−→
An →

−→
An bi¸n h» vectì e⃗i, i =

1, 2, .., n t÷ìng ùng th nh 0⃗, e⃗2, . . . , e⃗n. Th¸ th¼ f l  ¡nh x¤ afin nhªn
φ l  ¡nh x¤ li¶n k¸t. �nh cõa f l  si¶u ph¯ng tåa �ë qua O, câ
ph÷ìng e⃗2, . . . , e⃗n.

1.43. C¡ch 1: Chùng minh ¡nh x¤
−→
f (¡nh x¤ li¶n k¸t cõa f) l  ¡nh

x¤ �çng nh§t tr¶n
−→
An. Ti¸p theo, vîi måi M ∈ An, gåi A l  mët

�iºm k²p cõa f , khi �â:

−−−−→
Af(M) =

−→
f (

−−→
AM) =

−−→
AM ⇒ f(M) =M.

C¡ch 2: Suy tø sü x¡c �ành duy nh§t cõa ¡nh x¤ afin.

1.44. f l  ph²p chi¸u song song th¼ f ◦ f = f l  hiºn nhi¶n. Ng÷ñc
l¤i, tø �i·u ki»n f ◦ f = f suy ra

−→
f ◦

−→
f =

−→
f , chùng minh

−→
An =

Im
−→
f ⊕Ker

−→
f . L§y mët �iºm P ∈ An v  P ′ = f(P ). Gåi α l  ph¯ng

qua P ′ câ ph÷ìng l  Im
−→
f . Th¸ th¼ f l  ph²p chi¸u song song l¶n α

theo ph÷ìng Ker
−→
f .

1.45. Sû döng ph²p bi¸n �êi tuy¸n t½nh luæn câ khæng gian con 1
chi·u ho°c 2 chi·u b§t bi¸n, do �â ph¯ng qua �iºm k²p câ ph÷ìng
b§t bi¸n l  b§t bi¸n qua ph²p afin.

1.46. a) T½ch ph²p tành ti¸n theo vectì u⃗ v  ph²p tành ti¸n theo
vectì v⃗ l  ph²p tành ti¸n theo vectì u⃗+ v⃗.

b) Ph²p tành ti¸n câ ¡nh x¤ li¶n k¸t l  ¡nh x¤ �çng nh§t id, ph²p và
tü t¿ sè k câ ¡nh x¤ li¶n k¸t l  k.id. Do �â t½ch cõa chóng câ ¡nh x¤
li¶n k¸t l  k.id. L§y �iºm I b§t ký, khi �â x¡c �ành duy nh§t �iºm
O thäa m¢n

−→
IO =

1

1− k

−−−−−−→
Ig ◦ f(I).

Khi �â O l  �iºm k²p v  t½ch cõa hai ph²p s³ l  ph²p và tü t¥m O

t¿ sè k.

c) Thæng qua ¡nh x¤ tuy¸n t½nh li¶n k¸t cõa ph²p t½ch suy ra: n¸u
hai ph²p và tü câ t¿ sè và tü l  nghàch �£o nhau th¼ t½ch cõa chóng
l  ph²p tành ti¸n, trong tr÷íng hñp tr¡i l¤i, lþ luªn nh÷ c¥u b) suy
ra t½ch hai ph²p l  ph²p và tü.
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1.47.X²t möc ti¶u {O;Ei} câ £nh {O′;E ′
i}. Khi �â

−−→
O′E ′

i = xi
−−→
OEi, i =

1, 2, . . . , n.
−−→
E ′

iE
′
j =

−−→
O′E ′

j −
−−→
O′E ′

i = xj
−−→
OEj − xi

−−→
OEi = k

−−→
EiEj = k

(−−→
OEj −

−−→
OEi

)
⇒ xi = xj, ∀i ̸= j.

Tø �â ph÷ìng tr¼nh cõa ph²p afin câ d¤ng

[x′] = k[x] + [a].

Khi k = 1, �â l  ph²p tành ti¸n.

Khi k ̸= 1, l  t½ch cõa mët ph²p và tü t¿ sè kh¡c 1 v  ph²p tành ti¸n,
do �â công l  ph²p và tü (theo b i tªp 1.47).

1.48. Hai h» gçm 3 �iºm �ëc lªp ho°c 3 �iºm phö thuëc v  câ còng
t¿ sè �ìn.

1.49. Hai h¼nh b¼nh h nh b§t ký l  t÷ìng �÷ìng afin. Hai h¼nh thang
b§t ký nâi chung khæng t÷ìng �÷ìng afin. Hai h¼nh thang l  t÷ìng
�÷ìng afin khi v  ch¿ khi t¿ l» giúa hai �¡y trong hai h¼nh thang l 
nh÷ nhau.

Si¶u m°t bªc hai

1.50. Suy tø t½nh ch§t nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh t¼m tåa �ë �iºm
k²p.

1.51. Vi¸t ph÷ìng tr¼nh cõa d d÷îi d¤ng tham sè v  thay v o ph÷ìng
tr¼nh si¶u m°t bªc hai t¼m �÷ñc c¡c giao �iºm l  (0, 0, 0) v  (1, 1, 1).

1.52. Chån möc ti¶u afin {0;Ei} (i = 1, 2, . . . , n) sao cho O, E1, E2,
. . ., En ∈ α. Khi �â α câ ph÷ìng tr¼nh

xm+1 = xm+2 = . . . = xn = 0.

Gi£ sû S câ ph÷ìng tr¼nh �èi vîi möc ti¶u {O;Ei} l :

n∑
i,j=1

aijxixj + 2
n∑

i=1

aixi + a0 = 0.

295



Khi �â giao β cõa S v  α câ ph÷ìng tr¼nh l :{ ∑m
i,j=1 aijxixj + 2

∑n
i=1 aixi + a0 = 0,

xm+1 = xm+2 = . . . = xn = 0.
(1)

a) N¸u aij(i, j = 1, 2, . . . ,m) khæng �çng thíi b¬ng 0 th¼ β l  si¶u
m°t bªc hai trong α;

b) N¸u aij = 0 (vîi måi i, j = 1, 2, . . . ,m) v  tçn t¤i ai ̸= 0, (i =

1, 2, . . . ,m) th¼ β l  si¶u ph¯ng trong α;

c) N¸u aij = 0 (vîi måi i, j = 1, 2, . . . ,m) v  ai = 0, (vîi måi i =
1, 2, . . . ,m) suy ra a0 = 0 (v¼ α ∩ S ≠ ∅). Khi �â h» (1) t÷ìng �÷ìng
vîi xm+1 = xm+2 = . . . = xn = 0. Vªy β ≡ α.

1.53. a) T¥m I(0, 1,−2), �iºm k¼ dà I(0, 1,−2).

b) T¥m I(0, k, k + 1), vîi k tòy þ thuëc R. Khæng câ �iºm k¼ dà.

c) T¥m I(2,−1, 2). Khæng câ �iºm k¼ dà.

1.54. a) Si¶u ph¯ng k½nh cõa S li¶n hñp vîi ph÷ìng e⃗ câ ph÷ìng
tr¼nh:

7x1 + 2x2 + x3 = 0.

b) Ph÷ìng tr¼nh si¶u ti¸p di»n cõa S t¤i M l :

16x1 + 3x2 − 5x3 − 3 = 0.

1.55. V¼ �iºm k¼ dà câ tåa �ë l  nghi»m cõa h» ph÷ìng tr¼nh{
A[x] + [a] = 0

[a]T [x] + a0 = 0
. (*)

Suy ra h¤ng cõa ma trªn h» sè v  ma trªn h» sè bê sung b¬ng nhau.
V¼ h¤ng cõa ma trªn h» sè b² hìn ho°c b¬ng n n¶n ma trªn h» sè
bê sung

Ã =


a11 a12 . . . a1n a1
a21 a22 . . . a2n a2
. . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann an
a1 a2 . . . an a0


công câ h¤ng b² hìn n + 1. Vªy detĀ = 0. �i·u ng÷ñc l¤i khæng
�óng v¼ detĀ = 0 khæng suy ra h» ph÷ìng tr¼nh (∗) câ nghi»m.
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H×ÎNG D�N GI�I B�I T�P CH×ÌNG 2

Khæng gian vectì Euclid

2.1. a) Kiºm tra trüc ti¸p 4 ti¶n �· cõa t½ch væ h÷îng �èi vîi ξ.

b) {a, b} l  cì sð trüc chu©n cõa R2 �èi vîi t½ch væ h÷îng ξ khi v 
ch¿ khi:

ξ(a, a) = 1
ξ(a, b) = 0
ξ(b, b) = 1

⇔


a21 + a1a2 +

a22
3

= 1

a1b1 +
a1b2 + a2b1

2
+
a2b2
3

= 0.

b21 + b1b2 +
b22
3

= 1

Tø (1) chån a1 = 1, a2 = 0 thay v o (2) v  (3) ta �÷ñc:
b1 +

b2
2

= 0

b21 + b1b2 +
b22
3

= 1
.

Gi£i h» n y ta �÷ñc b1 = ±
√
3, b2 = ±2

√
3. Ta câ thº chån cì sð

trüc chu©n {a, b} vîi a = (1, 0), b = (
√
3,−2

√
3).

2.2. X¥y düng ¡nh x¤ φ : V×V → R cho bði φ(⃗a, b⃗) = a1b1+a2b2+

. . .+ anbn. trong �â a⃗ = (a1, a2, . . . , an) , b⃗ = (b1, b2, . . . , bn) l  tåa �ë
cõa a⃗, b⃗ �èi vîi cì sð ε.

+ Kiºm tra φ l  mët t½ch væ h÷îng tr¶n V v  nhªn ε l  cì sì trüc
chu©n.

+ Gi£ sû câ mët t½ch væ h÷îng ξ tr¶n V công thäa m¢n �i·u ki»n
b i to¡n. Khi �â

ξ(⃗a, b⃗) = a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn.

Suy ra φ = ξ.

2.4. a) Vªn döng Bê �· 2.1.5.4, t½nh Gr (⃗a1, a⃗2, a⃗3) v  k¸t luªn.

b) T½nh u⃗· v⃗ = (⃗a2 − a⃗3) (2a⃗1 + a⃗2 + 3a⃗3) v  sû döng gi£ thi¸t a⃗21 = 1,
a⃗1 · a⃗2 = −1, a⃗1 · a⃗3 = 0, a⃗22 = 3, a⃗2 · a⃗3 = 0, a⃗23 = 2. Suy ra u⃗ · v⃗ = −5.
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c) Gi£ sû câ cì sð trüc chu©n �º �èi vîi nâ c¡c vectì u⃗, v⃗ nâi ð c¥u
b) câ tåa �ë u⃗ = (1, 0, 4), v⃗ = (0, 0,−1). Suy ra

u⃗ · v⃗ = 1.0 + 0.0 + 4 · (−1) = −4.

�i·u n y l  væ lþ v¼ theo c¥u b) u⃗ · v⃗ = −5.

2.5. a) T½nh a⃗ · b⃗.

b) Gåi hai vectì c¦n t¼m l  c⃗ = (c1, c2, c3, c4) v  d⃗ = (d1, d2, d3, d4) .

T¼m c⃗ tø �i·u ki»n {
c⃗ · a⃗ = 0

c⃗ · b⃗ = 0
.

Ti¸p töc t¼m d⃗ tø �i·u ki»n
d⃗ · a⃗ = 0

d⃗ · b⃗ = 0

d⃗ · c⃗ = 0

.

2.6. a) {a⃗, b⃗, c⃗, d⃗} l  h» trüc giao.

b) W v  Z l  hai khæng gian con bò trüc giao.

2.7. a) Tø

cosαi =
x⃗ · e⃗i

∥x⃗∥ · ∥e⃗i∥
=

(∑n
j=1 xj e⃗j

)
· e⃗i

∥x⃗∥
=

xi
∥x⃗∥

.

Suy ra �i·u ph£i chùng minh.

b) Suy tø c¥u a).

2.8. H» ph÷ìng tr¼nh câ h¤ng b¬ng 2, x¡c �ành mët cì sð {a⃗1, a⃗2}
cõa khæng gian 2 chi·u W. Khi �â ph÷ìng tr¼nh cõa W⊥ x¡c �ành
bði x⃗ ∈ W⊥ ⇔ x⃗ · a⃗1 = 0, x⃗ · a⃗2 = 0.

Khæng gian Euclid

2.9. Suy tø d2(A,C) =
−→
AC2 = (

−→
AB +

−−→
BC)2 v 

−→
AB ·

−−→
BC ≤ ∥

−→
AB∥ ·

∥
−−→
BC∥. D§u ” = ” x£y ra khi v  ch¿ khi B thuëc �o¤n AC.
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2.10. Ph¥n t½ch c¡c vectì th nh hi»u cõa c¡c vectì "chung gèc"
(ch¯ng h¤n

−−→
CD =

−−→
AD−

−→
AC) rçi bi¸n �êi.

2.11. Sû döng B i 2.9.

2.12. P bò vuæng gâc vîi Q n¶n P ∩Q l  mët �iºm. Sû döng �ành
l½ v· sè chi·u cõa têng v  giao c¡c ph¯ng vîi l÷u þ P ∩ Q ̸= ∅ v 
dim(P ∩Q) = 0 �º suy ra dim(P+Q) = n.

2.13. Do sü tçn t¤i duy nh§t cõa khæng gian
−→
Q =

−→
P⊥ suy ra tçn

t¤i duy nh§t ph¯ng Q �i qua A v  bò vuæng gâc vîi P.

2.14. Gåi H l  h¼nh chi¸u vuæng gâc cõa A l¶n ph¯ng P. Chùng
minh H l  �iºm duy nh§t thäa m¢n �i·u ki»n b i to¡n.

2.15. Ph¥n t½ch [d(A,B)]2 = ∥
−→
AB∥2 = ∥

−−→
AH +

−−→
HB∥2 vîi l÷u þ

−−→
AH ·

−−→
HB = 0.

2.16. a) V¼ ph÷ìng tr¼nh cõa
−→
P l  a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn = 0 n¶n

x⃗ = (x1, x2, . . . , xn) ∈ P khi v  ch¿ khi v⃗ · x⃗ = 0. Suy ra v⃗ ⊥ x⃗ vîi
måi x⃗ ∈

−→
P . Hay v⃗ ⊥

−→
P .

b) �÷íng th¯ng c¦n lªp �i qua M (x01, x
0
2, . . . , x

0
n) v  nhªn v⃗ =

(a1, a2, . . . , an) l m vectì ch¿ ph÷ìng.

2.17. Vectì v⃗ (a1, a2, . . . , an) l  vectì ph¡p tuy¸n cõa P n¶n ph÷ìng
tr¼nh cõa P câ d¤ng: a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn + b = 0. Sû döng gi£
thi¸t M (x01, x

0
2, . . . , x

0
n) ∈ P suy ra ph÷ìng tr¼nh cõa P l 

a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn −
(
a1x

0
1 + a2x

0
2 + . . .+ anx

0
n

)
= 0.

2.18. - Lªp ph÷ìng tr¼nh cõa si¶u ph¯ng P �èi vîi möc ti¶u {O;
E1, E2, . . ., En}. X¡c �ành tåa �ë trång t¥m G �èi vîi möc ti¶u
{O;E1, E2, . . . , En}. Chùng minh

−→
OG l  vectì ph¡p tuy¸n cõa P.

- T÷ìng tü, lªp ph÷ìng tr¼nh cõa si¶u ph¯ng P �èi vîi möc ti¶u
{O′;E1, E2, . . . , En}, x¡c �ành tåa �ë trång t¥m G �èi vîi möc ti¶u
{O′;E1, E2, . . . , En} v  chùng minh

−−→
O′G l  vectì ph¡p tuy¸n cõa P.

Tø �â suy ra OO′ trüc giao vîi P v  ct P t¤i trång t¥m G cõa �ìn
h¼nh �â.

2.19. Lªp ph÷ìng tr¼nh têng qu¡t cõa c¡c ph¯ng P v  Q. P ∩Q l 
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ph¯ng câ ph÷ìng tr¼nh �÷ñc x¡c �ành bði h» gçm c¡c ph÷ìng tr¼nh
cõa P v  Q.

2.20. a) X²t ph÷ìng tr¼nh cõa
−→
P l :

n∑
i=1

akixi = 0, (k = 1, 2, . . . , n−m).

x⃗ = (x1, x2, . . . , xn) ∈
−→
P ⇔ a⃗k · x⃗ =

∑n
i=1 akixi = 0. Suy ra a⃗k ⊥ x⃗

vîi måi x⃗ ∈
−→
P hay

−→
P trüc giao vîi c¡c vectì a⃗k (ak1, ak2, . . . , akn) , (k =

1, 2, . . . , n−m).

b) V¼
−→
P trüc giao vîi c¡c vectì a⃗k (ak1, ak2, . . . , akn) , (k = 1, 2, . . . , n−

m) v  Q bò trüc giao vîi P n¶n a⃗k ∈
−→
Q.

H¤ng (akj)(n−m)×n = n−m n¶n h» {a⃗k} (k = 1, 2, . . . , n−m) �ëc
lªp tuy¸n t½nh. M°t kh¡c dimQ = n −m n¶n h» vectì {a⃗1, a⃗2, . . . ,
a⃗n−m} l  mët cì sð cõa

−→
Q.

c) Lªp ph÷ìng tr¼nh cõa ph¯ngQ tø �i·u ki»n �i quaA (x01, x
0
2, . . . , x

0
n)

v  h» vectì {a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n−m} l  cì sð cõa
−→
Q.

2.23. Tø ph÷ìng tr¼nh cõa P ta câ mët h» vectì ph¡p tuy¸n cõa P,
l  cì sð cõa

−→
P⊥. T÷ìng tü, câ cì sð cõa

−→
Q⊥. Kiºm tra trüc ti¸p cho

th§y
−→
P⊥ v 

−→
Q⊥ l  bò trüc giao, tø �â

−→
Q⊥ =

−→
P v 

−→
P⊥ =

−→
Q. �i·u

n y cho th§y P trüc giao Q.

2.24. c) H» ph÷ìng tr¼nh x¡c �ành P ∩ Q câ h¤ng b¬ng 4, do �â
P ∩Q l  mët �÷íng th¯ng.

2.26. a) V¼ {
−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD,

−→
AE} �ëc lªp tuy¸n t½nh n¶n dim(P+d) =

4, do �â P v  d ch²o nhau.

b) - X¡c �ành ph÷ìng x⃗ cõa �÷íng vuæng gâc chung cõa P v 
d: x⃗ ·

−→
AB = x⃗ ·

−→
AC = −→x ·

−−→
DE = 0. Gåi α l  2−ph¯ng �i qua D câ

ph÷ìng
−−→
DE v  x⃗. Gåi β l  3−ph¯ng �i qua A câ ph÷ìng l 

−→
AB,

−→
AC

v  x⃗. Khi �â ∆ = α ∩ β l  �÷íng vuæng gâc chung cõa P v  d.

- Sû döng cæng thùc t½nh kho£ng c¡ch giúa hai ph¯ng �º t½nh �ë
d i �o¤n vuæng gâc chung.

2.28. Lªp ph÷ìng tr¼nh cõa si¶u ph¯ng P v  sû döng cæng thùc t½nh
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kho£ng c¡ch tø mët �iºm �¸n si¶u ph¯ng.

�nh x¤ �¯ng cü

2.29. + �i·u ki»n c¦n. Hiºn nhi¶n.

+ �i·u ki»n �õ. Sû döng �i·u ki»n d (Ai, Aj) = d
(
A′

i, A
′
j

)
,∀i, j =

0, 1, . . . , n ⇔
−−−→
AiAj

2 =
−−−→
A′

iA
′
j
2 suy ra

−−−→
A0Ai ·

−−−→
A0Aj =

−−−→
A′

0A
′
i ·

−−−→
A′

0A
′
j. Do

�â
−→
f l  ¡nh x¤ tuy¸n t½nh trüc giao.

2.30. Hai h» �iºm A0, A1, . . . , An v  A′
0, A

′
1, . . . , A

′
n l  �ëc lªp n¶n

tçn t¤i duy nh§t ph²p afin f : En → En sao cho f (Ai) = A′
i v  theo

B i 2.29, f l  �¯ng cü.

2.31. Do f khæng ph£i l  ph²p �çng nh§t n¶n n¸u �iºm X /∈ α

th¼ f(X) ̸= X. Gi£ sû f(X) = X ′, H l  ch¥n �÷íng vuæng gâc h¤
tø X xuèng α, f(H) = H. Sû döng t½nh ch§t ph²p �¯ng cü suy ra
X ′H ⊥ α v  HX = HX ′. V¼ X ̸= X ′ n¶n X ′ �èi xùng X qua α.

2.32. X²t ph²p quay f trong E2 câ t¥m O. L§y �iºm A ̸= O v 
A′ = f(A). Gåi I l  trung �iºm cõa AA′, f1 l  ph²p �èi xùng qua
�÷íng th¯ng OA, f2 l  ph²p �èi xùng qua �÷íng th¯ng OI. Khi �â
f = f2 ◦ f1.

2.33. X²t c¡c tr÷íng hñp f câ �iºm b§t �ëng v  f khæng câ �iºm
b§t �ëng.

Tr÷íng hñp 1: f câ �iºm b§t �ëng. Chån möc ti¶u th½ch hñp câ
gèc l  �iºm b§t �ëng v  ma trªn cõa f l  ma trªn trüc giao câ d¤ng
ch½nh tc, gi£ sû ma trªn n y câ p sè 1, q sè −1 v  k ma trªn khèi
c§p 2 tr¶n �÷íng ch²o (p+ q+2k = n). Khi �â f l  t½ch cõa q ph²p
�èi xùng qua si¶u ph¯ng v  k ph²p quay quanh (n − 2)-ph¯ng, V¼
méi ph²p quay ph¥n t½ch �÷ñc th nh t½ch cõa hai ph²p �èi xùng qua
si¶u ph¯ng n¶n f ph¥n t½ch �÷ñc th nh t½ch cõa q + 2k ≤ n ph²p
�èi xùng qua si¶u ph¯ng.

Tr÷íng hñp 2: f khæng câ �iºm b§t �ëng. L§y mët �iºm A v 
A′ = f(A). Gåi f2 l  ph²p �èi xùng qua si¶u ph¯ng trung trüc
cõa AA′. �°t f1 = f−1

2 ◦ f . Khi �â A l  �iºm b§t �ëng cõa f1 v 
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f = f2 ◦ f1. K¸t hñp tr÷íng hñp �¦u suy ra f ph¥n t½ch �÷ñc th nh
t½ch cõa khæng qu¡ n+ 1 ph²p �èi xùng qua si¶u ph¯ng.

2.34. Vîi X (xi) ∈ En v  X ′ (x′i) = f(X). Sû döng �i·u ki»n
−−→
XX ′ =

kn⃗ v  trung �iºm I cõa XX ′ thuëc α �º t¼m mèi li¶n h» cõa (xi) v 
(x′i). Ph÷ìng tr¼nh ph²p �èi xùng l 

x′i = xi − 2

(
n∑

i=1

aixi + a0

)
· ai, i = 1, . . . , n.

2.36. Tø gi£ thi¸t f khæng câ �iºm b§t �ëng suy ra câ v⃗ ̸= 0⃗ �º
−→
f (v⃗) = v⃗.

- f = tv⃗ ◦ g, trong �â g câ �iºm b§t �ëng A.

- �÷íng th¯ng ∆ qua A vîi ph÷ìng v⃗ l  �÷íng th¯ng b§t �ëng �èi
vîi f .

2.37. Gi£ sû f(I) = I ′, f (I ′) = I ′′. V¼ f l  ph²p �¯ng cü n¶n
II ′ = I ′I ′′ = r. Khi �â I, I ′, I ′′ th¯ng h ng. Gi£ sû I, I ′

, I
′′ tr¡i l¤i, I ′′

thuëc �÷íng trán t¥m I ′ b¡n k½nh r. L§y M l  trung �iºm cõa II ′,
khi �â M ′ = f(M) l  trung �iºm cõa I ′I ′′. Ta câ MM ′ =

1

2
II ′′ < r.

Suy ra MM ′ < II ′ (m¥u thu¨n). Do �â I, I ′
, I

′′ th¯ng h ng, hay
�÷íng th¯ng II ′ b§t �ëng.

2.38. Chùng minh b¬ng ph£n chùng:

- N¸u hai �÷íng th¯ng b§t �ëng ct nhau t¤i I th¼ I l  �iºm b§t
�æng (væ lþ).

- N¸u hai �÷íng th¯ng b§t �ëng ch²o nhau. Khi �â �÷íng vuæng gâc
chung cõa 2 �÷íng th¯ng câ £nh công l  �÷íng vuæng gâc chung cõa
2 �÷íng th¯ng �â n¶n nâ công l  �÷íng th¯ng b§t �ëng. V¼ vªy câ
2 �÷íng th¯ng b§t �ëng ct nhau, væ lþ.

2.39. Lªp biºu thùc tåa �ë cõa f ◦ tv⃗ ◦ f−1 v  t−→
f (v⃗)

.

2.40. Chån möc ti¶u trüc chu©n {O; e⃗1, e⃗2, e⃗3} trong �â O l  giao
cõa 3 �÷íng th¯ng, e⃗1 thuëc ph÷ìng cõa a, e⃗2 thuëc ph÷ìng cõa b, e⃗3
thuëc ph÷ìng cõa c. Ph²p �¯ng cü trong E3 bi¸n P th nh P n¸u:
O 7→ O, e⃗′1 =

−→
f (e⃗1) , e⃗′2 =

−→
f (e⃗2) , e⃗′3 =

−→
f (e⃗3) ∈ {e⃗1, e⃗2, e⃗3, −e⃗1,
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−e⃗2, −e⃗3} v 
{
e⃗′1, e⃗′2, e⃗′3

}
công l  cì sð trüc chu©n. Câ 6 kh£ n«ng

chån tr÷îc e⃗′1, tø �â câ 4 kh£ n«ng chån e⃗′2 v  ti¸p theo câ 2 kh£
n«ng cho e⃗′3. Vªy sè kh£ n«ng �º l§y cì sð trüc chu©n

{
e⃗′1, e⃗′2, e⃗′3

}
,

tùc sè ph²p �¯ng cü �º bi¸n P th nh ch½nh nâ, l  6.4.2 = 48.

2.41. H¼nh lªp ph÷ìng bi¸n th nh ch½nh nâ khi v  ch¿ khi bi¸n tªp
hñp 3 �÷íng th¯ng �æi mët vuæng gâc, l  c¡c �÷íng th¯ng nèi t¥m
cõa c¡c m°t �èi di»n, th nh ch½nh tªp �â. Theo B i 2.40 câ t§t c£
48 ph²p �¯ng cü.

2.42. T÷ìng tü B i 2.40 vîi chó þ ph²p �¯ng cü bi¸n tröc lîn th nh
tröc lîn v  tröc b² th nh tröc b².

2.43. Sû döng t÷ìng �÷ìng afin chùng minh b i to¡n trong tr÷íng
hñp tam gi¡c l  �·u. Khi �â 3 �÷íng ch²o löc gi¡c n¬m tr¶n 3 �÷íng
cao cõa tam gi¡c �·u.

2.44. Sû döng t÷ìng �÷ìng afin chùng minh k¸t qu£ trong tr÷íng
hñp tam gi¡c �·u.

2.45. X²t ¡nh x¤ li¶n k¸t
−→
f :

−→
E n →

−→
E n, x⃗ 7→ x⃗′. Khi �â: ||x⃗′|| =

k||x⃗||. Suy ra Inv
−→
f = {⃗0}. Do �â f câ �iºm b§t �ëng duy nh§t.

2.46. X²t ph²p �çng d¤ng f : En → En vîi t¿ sè k ̸= 1. Gåi I l 
�iºm b§t �ëng cõa f, f2 = V k

I l  ph²p và tü t¥m I t¿ sè k. Khi �â
f1 = f ◦ (f2)−1 l  ph²p �¯ng cü v  f = f2 ◦ f1.

2.47. Theo B i 2.46, f = f2 ◦ f1 vîi f2 l  ph²p và tü v  f1 l  ph²p
díi câ �iºm b§t �ëng trong E2, tùc f1 l  ph²p quay.

Si¶u m°t bªc hai trong khæng gian Euclid

2.48

X2(√
5

3

)2 +
Y 2(√
5

2

)2 = 1

S l  elip.
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2.49
Y 2(
1√
5

)2 +
Z2(
1√
5

)2 = 1

S l  trö eliptic

2.50. �÷a S v· d¤ng ch½nh tc

(1 + α)X2 + (1− α)Y 2 = 1.

N¸u α = 1 ho°c α = −1 th¼ S l  c°p �÷íng th¯ng. N¸u α > 1 ho°c
α < −1 th¼ S l  hypebol N¸u −1 < α < 1 th¼ S l  elip.

2.51. Sû döng B i 2.49.

2.52. Dòng t÷ìng �÷ìng afin.

2.53. Dòng t÷ìng �÷ìng afin.

2.54. Bi¸n �êi ph÷ìng tr¼nh cõa S �÷a v· d¤ng

(2x+ y)(y + 2z − 2) = 0.

2.55. Kþ hi»u

λ =

p∑
i=1

λi.

- N¸u λ ̸= 0 th¼ tªp hñp c¡c �iºm M l  si¶u c¦u têng qu¡t;

- N¸u λ = 0 th¼ tªp hñp c¡c �iºm M l  si¶u ph¯ng.

2.56. X²t kho£ng c¡ch tø t¥m si¶u c¦u �¸n si¶u ph¯ng α.
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H×ÎNG D�N GI�I B�I T�P CH×ÌNG 3

Khæng gian x¤ £nh

3.3. L§y möc ti¶u {O; e⃗i} vîi gèc O l  �iºm cè �ành. Gåi Vn l 
khæng gian li¶n k¸t cõa An, ta câ song ¡nh tø tªp c¡c khæng gian
con 1 chi·u cõa Vn vîi tªp c¡c si¶u ph¯ng cõa An �i qua O.

3.4. Sû döng k¸t qu£ hai khæng gian con 2 chi·u trong khæng gian
vectì 3 chi·u giao nhau kh¡c vectì 0.

3.5. Suy tø khæng gian con li¶n k¸t vîi m-ph¯ng chùa trong khæng
gian con li¶n k¸t cõa p−ph¯ng.

3.6. b) L§y D vîi [D] = [A] + [B] + [C].

3.7. H» 3 �iºm A′
1, A

′
2, A

′
3 �ëc lªp v  x²t möc ti¶u {A′

1, A
′
2, A

′
3;E

′}
câ cì sð �¤i di»n l 

e⃗′1 = (0, 2, 2), e⃗′2 = (2, 0, 1), e⃗′3 = (1, 1, 0).

Ma trªn chuyºn tø {A1, A2, A3;E} sang {A′
1, A

′
2, A

′
3;E

′} l  0 2 1
2 0 1
2 1 0

 .
3.8. a) Ph÷ìng tr¼nh têng qu¡t cõa m−ph¯ng �i qua m + 1 �¿nh
�¦u ti¶n cõa möc ti¶u:

xm+2 = . . . = xn+1 = 0.

b) Ph÷ìng tr¼nh têng qu¡t cõa m−ph¯ng �i qua m + 1 �iºm cuèi
cõa möc ti¶u:

x1 = x2 = . . . = xn−m+1.

c) Ph÷ìng tr¼nh têng qu¡t cõa si¶u ph¯ng �i qua t§t c£ c¡c �¿nh cõa
möc ti¶u trø �¿nh thù k:

xk = 0.
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3.9. D¹ th§y ph÷ìng tr¼nh si¶u ph¯ng β câ d¤ng �¢ n¶u chùa α.
Ng÷ñc l¤i, si¶u ph¯ng β câ ph÷ìng tr¼nh c1x1+c2x2+. . .+cn+1xn+1 =

0 chùa α th¼ ma trªn lªp n¶n tø c¡c h» sè c¡c ph÷ìng tr¼nh cõa α
v  β câ h¤ng b¬ng 2, v¼ n¸u h¤ng b¬ng 3 th¼ giao cõa α v  β l 
(n− 3)−ph¯ng (do khæng gian li¶n k¸t cõa ph¯ng câ chi·u l  n− 2).
Tø �â

(c1, c2, . . . , cn+1) = p (a1, a2, . . . , an+1) + q (b1, b2, . . . , bn+1) , p, q ̸= 0.

3.10. �÷íng th¯ng c¦n lªp l  giao tuy¸n cõa hai m°t ph¯ng qua M
t÷ìng ùng chùa d1, d2.

3.11. Giao hai ph¯ng câ khæng gian li¶n k¸t l  giao c¡c khæng gian
li¶n k¸t cõa c¡c ph¯ng. Têng hai ph¯ng câ khæng gian li¶n k¸t l 
têng c¡c khæng gian ki¶n k¸t cõa hai ph¯ng, ¡p döng cæng thùc v·
chi·u cõa têng hai khæng gian vectì con suy ra k¸t qu£.

3.12. �i·u ki»n c¦n v  �õ �º hai ph¯ng ch²o nhau l  r + s = q − 1

trong �â q = dim (Pr +Ps).

3.13. Têng cõa Pr v  Ps li¶n k¸t vîi têng cõa Vr+1 v  Vs+1 (Vr+1

li¶n k¸t vîi Pr,Vs+1 li¶n k¸t vîi Ps).
Kþ hi»u R = {X ∈MN,M ∈ Pr, N ∈ Ps}. Ta câ R ⊂ Pr +Ps (v¼
M ∈ Pr, N ∈ Ps n¶n MN ⊂ Pr +Ps).

Ng÷ñc l¤i, n¸u X ∈ Pr +Ps th¼ X câ vec tì �¤i di»n x⃗ ∈ Vr+1+

Vs+1, x⃗ = y⃗ + z⃗, y⃗ ∈ Vr+1, z⃗ ∈ Vs+1. Gåi M l  �iºm câ vec tì �¤i
di»n l  y⃗, N l  �iºm câ vec tì �¤i di»n l  z⃗, th¸ th¼ M ∈ Pr, N ∈ Ps,
do �â X ∈MN ⊂ R, tø �â Pr +Ps ⊂ R. Vªy R = Pr +Ps.

3.14 a)

 5 0 −3
5 1 −3
0 −2 −3

 ;

b) (5,−5,−3).

3.15. a) (x1, x2, 1) (vectì �¤i di»n cho X l  x⃗ =
−−→
OX = x1e⃗1+x2e⃗2+

e⃗3).

b) (x1, x2, 0).

3.16. N¸u x²t möc ti¶u {A′
1, A

′
2, A3;E} trong �â A′

1 l  �iºm væ tªn
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cõa �÷íng th¯ng A3 A1, A2 l  �iºm væ tªn cõa �÷íng th¯ng A3A2

th¼ mët �iºm câ tåa �ë afin l  (x1, x2) s³ câ tåa �ë �èi vîi möc ti¶u
{A′

1, A
′
2, A3;E} l  (x1, x2, 1), ta t¼m tåa �ë cõa �iºm �èi vîi möc ti¶u

{A1, A2, A3;E}. �èi vîi {A1, A2, A3;E} tåa �ë A′
1 = A3A1×A2E =

(1, 0, 1);A′
2 = A3A2 × A1E = (0, 1, 1). Cæng thùc �êi tåa �ë tø

{A1, A2, A3;E} sang {A′
1, A

′
2, A3;E} l 

k[x] =

 1 0 0
0 1 0
1 1 −1

 [x′] .

Tø �â, thay tåa �ë [x′] l 

 x1
x2
1

, ta câ tåa �ë cõa �iºm �èi vîi möc

ti¶u {A1, A2, A3;E} l 

[x] =

 x1
x2

x1 + x2 − 1

 .
N¸u �÷íng th¯ng afin câ ph÷ìng tr¼nh l  ax1 + bx2 + c = 0, �÷íng
th¯ng x¤ £nh bê sung th¶m �iºm væ tªn câ ph÷ìng tr¼nh �èi vîi
möc ti¶u {A′

1, A
′
2, A3;E} l  ax1 + bx2 + cx3 = 0. Do �â tåa �ë

�iºm væ tªn, tùc �iºm giao cõa �÷íng th¯ng n y vîi �÷íng th¯ng
væ tªn câ ph÷ìng tr¼nh x3 = 0 l  (b,−a, 0). V¼ vªy �èi vîi möc ti¶u
{A1, A2, A3;E} tåa �ë �iºm væ tªn n y l  (b,−a, b− a).

3.17. Thay tåa �ë cõa A,B v o ph÷ìng tr¼nh têng qu¡t cõa si¶u
ph¯ng (�÷íng th¯ng), tø �â t¼m �÷ñc c¡c h» sè cõa ph÷ìng tr¼nh
nh÷ tr¶n.

3.18. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh thu¦n nh§t cho nghi»m l  tåa
�ë cõa giao �iºm nh÷ tr¶n.

3.19. 3 �iºm th¯ng h ng khi v  ch¿ khi 3 vectì �¤i di»n câ tåa �ë
cõa �iºm l  phö thuëc tuy¸n t½nh.

3.20. Suy tø 3 �÷íng �çng qui khi v  ch¿ khi h» ph÷ìng tr¼nh câ
nghi»m.

3.21. B¬ng ph÷ìng ph¡p tåa �ë, sû döng b i 3.19, 3.20.
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3.22. Sû döng �ành lþ Desargues �èi vîi hai tam gi¡c ABC v 
A′B′C ′.

3.23 a) P :


xm+1 − xm+2 = 0
. . .
xm+1 − xn+1 = 0

; Q : x1 = x2 = . . . = xm+1 = 0.

b) P v  Q ch²o nhau.

c) P+Q = Pn ⇒ dim(P+Q) = n.

3.24. Gåi cì sð �¤i di»n cõa möc ti¶u {Ai;E} trong Pn l  {e1, e2, . . .,
en+1}. Giao �iºm E ′ câ tåa �ë l  (1, 1, . . . , 1, 0) v  {A1, A2, . . . , An;E

′}
l  möc ti¶u trong Pn−1 vîi cì sð �¤i di»n l  {e1, e2, . . . , en}. Tø �â
suy ra a) v  d¹ d ng suy ra b).

3.25. Gi£ sû �èi vîi mët möc ti¶u {A1, A2, A3;E
′} ph÷ìng tr¼nh cõa

e l  ax′1 + bx′2 + cx′3 = 0. V¼ e khæng �i qua c¡c �¿nh cõa tam gi¡c
A1A2A3 n¶n a, b, c ̸= 0. L§y E câ tåa �ë �èi vîi {A1, A2, A3;E

′} l 
(1/a, 1/b, 1/c). Cæng thùc �êi möc ti¶u {A1, A2, A3;E

′} sang möc
ti¶u {A1, A2, A3;E} l 

k [x′] =

 1/a 0 0
0 1/b 0
0 0 1/c

 [x]

tùc x1 = ax′1, x2 = bx′2, x3 = cx′3. Do �â ta câ x1 + x2 + x3 = 0 l 
ph÷ìng tr¼nh cõa e �èi vîi möc ti¶u {A1, A2, A3;E}.

3.26. �i·u ki»n l  h» ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t gçm 4 ph÷ìng tr¼nh
ch¿ câ nghi»m t¦m th÷íng, tùc ma trªn h» sè l  khæng suy bi¸n.

T� sè k²p

3.27. a) (ABCD) = 4.

b) M(3, 0, 2).

3.28. Sû döng t½nh ch§t cõa h¼nh 4 c¤nh to n ph¦n.

3.29. Kþ hi»u O = a × b,m = OM . L§y �÷íng th¯ng d �i qua O
sao cho (mdab) = k. Th¸ th¼ qu¾ t½ch cõa N l  �÷íng th¯ng d (trø
�iºm O).
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3.30. Kþ hi»u O = a × b,m = OM . �p döng t½nh ch§t cõa h¼nh 4
c¤nh to n ph¦n ta câ qu¾ t½ch cõa N l  �÷íng th¯ng d �i qua O sao
cho (abmd) = −1.

3.31. Tr¶n �÷íng th¯ng x¤ £nh AB ta chån möc ti¶u {A,B;C}. Khi
�â A(1, 0), B(0, 1), C(1, 1), D(1, d) vîi d > 0 v  d ̸= 1. Gåi tåa �ë
cõa c¡c �iºm P,Q c¦n t¼m l  P (1, p), Q(1, q). Thay c¡c tåa �ë n y
v o c¡c biºu thùc cõa t¿ sè k²p �¢ cho v  gi£i ph÷ìng tr¼nh, ta t¼m
�÷ñc mët c°p �iºm l  (1,

√
d), (1,−

√
d).

3.32. Gi£i b¬ng ph÷ìng ph¡p tåa �ë. Chån möc ti¶u {A1, A2, A3;E}
sao cho d(1, 1, 1). Khi �â L1 (0, a1, a2) , L2 (b1, 0, b2) , L3 (c1, c2, 0). Ta
câ

(A2A3K1L1) (A3A1K2L2) (A1A2K3L3) = −a1b2c1
a2b1c2

.

Ti¸p theo, sû döng �i·u ki»n th¯ng h ng cõa 3 �iºm v  �i·u ki»n
�çng qui cõa 3 �÷íng th¯ng khi bi¸t tåa �ë.

�nh x¤ v  bi¸n �êi x¤ £nh

3.38. Gi£ sû möc ti¶u {A1, A2, . . . An+1;E} câ cì sð �¤i di»n {e⃗1, e⃗2,
. . ., e⃗n+1} v  möc ti¶u £nh

{
A′

1, A
′
2, . . . A

′
n+1;E

′} câ cì sð �¤i di»n l 
{e⃗′1, e⃗′2, . . ., e⃗′n+1}. Gåi φ l  ¡nh x¤ �¤i di»n cõa ¡nh x¤ x¤ £nh f .
Khi �â φ (e⃗i) = kie⃗′i v  φ(e⃗) = ke⃗′ = k

(
e⃗′1 + e⃗′2 + . . .+ e⃗′n+1

)
. Ta

câ φ(e⃗) = φ (e⃗1 + e⃗2 + . . .+ e⃗n+1) = k1e⃗′1+k2e⃗′2+. . .+kn+1e⃗′n+1. Tø
�â ki = k, ∀i = 1, 2, . . . , n + 1. Do �â {φ (e⃗1) , φ (e⃗2) , . . . , φ (e⃗n+1)}
=
{
ke⃗′1, ke⃗′2, . . . , ke⃗′n+1

}
công l  cì sð �¤i di»n cõa möc ti¶u £nh{

A′
1, A

′
2, . . . A

′
n+1;E

′}.
3.39 a) Sû döng t½nh ch§t �ìn c§u tuy¸n t½nh bi¸n mët khæng gian
con th nh khæng gian con câ còng sè chi·u.

b) Suy trüc ti¸p tø �ành ngh¾a ¡nh x¤ x¤ £nh v  �ành ngh¾a t¿ sè
k²p.

3.40. M ′ = f(M) = (4, 2, 1), d′ = f(d) câ ph÷ìng tr¼nh x1 + x2 = 0.

3.41. a) f(M) = (1, 2), f−1(M) = (−2, 5).
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b) �iºm k²p cõa f câ tåa �ë thäa m¢n h» ph÷ìng tr¼nh{
kx1 = x1 + 2x2
kx2 = 3x1 + 2x2

.

T¼m tåa �ë �iºm k²p nh÷ t¼m vectì ri¶ng cõa ¡nh x¤ tuy¸n t½nh câ
ma trªn [

1 2
3 2

]
.

Hai �iºm k²p cõa f l  (1,−1) v  (2, 3).

3.42. Ph÷ìng tr¼nh ph²p x¤ £nh câ d¤ng
kx′1 = a1x1
kx′2 = a2x2
. . .
kx′n+1 = an+1xn+1

, ai ̸= 0 .

3.43. �p döng b i tr¶n v  �º þ måi �iºm X (x1, x2, . . . , xn, 0) bi¸n
th nh ch½nh nâ, suy ra ph÷ìng tr¼nh cõa ph²p x¤ £nh câ d¤ng

kx′1 = x1
kx′2 = x2
. . .
kx′n+1 = axn+1

, a ̸= 0 .

�÷íng th¯ng qua An+1 chùa hai �iºm k²p n¶n nâ b§t bi¸n.

3.44. f câ 3 �iºm k²p l  A(1, 6, 5), B(1, 1, 0), C(0, 0, 1), tø �â 3 �÷íng
th¯ng k²p l  AB,BC,CA, ngo i ra khæng câ �÷íng k²p n o kh¡c.

3.45 Ta câ c¡c tr÷íng hñp sau:

+ a1 = a2 = . . . = an+1 = 0: ta câ ph²p �çng nh§t n¶n måi �iºm l 
�iºm k²p.

+ an+1 = 0 v  ∃ai ̸= 0, i = 1, 2, . . . n: câ mët si¶u ph¯ng gçm to n
�iºm k²p, �â l  xn+1 = 0.

+ an+1 ̸= 0: ngo i si¶u ph¯ng xn+1 = 0 gçm to n �iºm k²p cán câ
�iºm k²p O (a1, a2, . . . , an+1).
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3.46. a) Ma trªn cõa f l  ma trªn chuyºn tø möc ti¶u �¢ cho �¸n
möc ti¶u {A3, E,A1;A2} , ma trªn �â l 

B =

 0 1 −1
0 1 0
−1 1 0

 .
b) �iºm k²p gçm �iºm câ tåa �ë (1, 0, 1) v  c¡c �iºm cõa �÷íng

th¯ng x1 − x2 + x3 = 0.

c) f l  �èi hñp, tùc f 2 = id, bði v¼ B2 = I. Suy ra �i·u c¦n chùng
minh.

3.47. Tø ph÷ìng tr¼nh cõa f suy ra [x] = kB−1 [x′] . C¡c �iºm thuëc
si¶u ph¯ng P n−1 câ tåa �ë thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh [a][x] = 0 n¶n c¡c
�iºm £nh cõa chóng câ tåa �ë thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh [a]B−1 [x′] = 0.
Do �â £nh cõa P n−1 l  si¶u ph¯ng câ tåa �ë [a]B−1.

3.48. �÷íng th¯ng x1 + x2 + x3 = 0 câ måi �iºm l  k²p v  �iºm
(1, 1, 1) (khæng thuëc �÷íng th¯ng) l  k²p.

3.49. �÷íng th¯ng x1−x2+x3 = 0 câ måi �iºm l  k²p v  khæng câ
�iºm k²p n o kh¡c l  cì sð cõa ph²p th§u x¤. T¥m th§u x¤ l  giao
cõa �÷íng th¯ng MM ′ (nèi mët c°p �iºm t÷ìng ùng) v  cì sð cõa
ph²p th§u x¤. Tåa �ë cõa t¥m l  (−1, 1, 2).

3.50. a) �÷íng th¯ng câ 3 �iºm k²p n¶n måi �iºm cõa nâ l  �iºm
k²p.

b) Sû döng mèi li¶n h» tåa �ë cõa mët �iºm vîi tåa �ë cõa �iºm
£nh v  li¶n h» tåa �ë cõa mët �÷íng th¯ng vîi �÷íng th¯ng £nh,
ngo i ra mët �iºm (hay �÷íng th¯ng) l  k²p �èi vîi f công k²p �èi
vîi f−1. Do �â mët �iºm l  k²p khi v  ch¿ khi �÷íng th¯ng câ tåa
�ë cõa �iºm k²p công l  �÷íng th¯ng k²p. 3 �÷íng th¯ng k²p �çng
qui (tåa �ë cõa chóng phö thuëc) suy ra tåa �ë 3 �iºm k²p t÷ìng
ùng vîi tåa �ë n y phö thuëc, tùc 3 �iºm k²p th¯ng h ng. Theo c¥u
a) suy ra f l  ph²p th§u x¤.

3.51. C¡c �¿nh A1(1, 0, 0), A2(0, 1, 0) thuëc �÷íng th¯ng x3 = 0. Ma
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trªn ph²p th§u x¤ c°p l  p 0 0
0 p 0
0 0 q

 , p, q ̸= 0.

Si¶u m°t bªc hai

3.52. a) Thay tåa �ë c¡c �iºm A1, A2, A3, E v o si¶u m°t bªc hai,
suy ra ph÷ìng tr¼nh cõa si¶u m°t bªc hai câ d¤ng

ax1x2 + bx1x3 − (a+ b)x2x3 = 0.

b) Ch¿ c¦n l§y a = 1, cán b nhªn t§t c£ c¡c sè thüc ta �÷ñc væ sè
�÷íng bªc hai nh÷ tr¶n. N¸uM (m1,m2,m3) khæng thuëc c¡c �÷íng
th¯ng A1A2, A1A3, A2A3, A1E,A2E, A3E th¼ m1,m2,m3 ̸= 0 v  �æi
mët kh¡c nhau. Thay tåa �ë M v o ph÷ìng tr¼nh câ d¤ng ð c¥u a)
khi chån a = 1 (v¼ a ̸= 0 ), ta t¼m �÷ñc b. Ph÷ìng tr¼nh cõa �÷íng
bªc hai lóc n y l  (m1m3 −m2m3)x1x2 + (m2m3 −m1m2)x1x3+

(m1m2 −m1m3)x2x3 = 0.

3.53. a) z21 − z22 = 0 (c°p �÷íng th¯ng thüc ct nhau).

b) �÷íng conic.

c) (x1 − 2x2 + x3)
2 = 0 (c°p �÷íng th¯ng thüc tròng nhau).

3.54. λ =
1

2
v  λ = −1.

3.55. a) (1,−1,−3), (1,−2,−5);

b) (1,−2, 0).

3.56. Chån möc ti¶u {Ai;E} trong Pn sao cho A1, A2, . . . , An thuëc
si¶u ph¯ng Pn−1. Tø ph÷ìng tr¼nh cõa S ∩Pn−1 trong Pn−1 �èi vîi
möc ti¶u {A1, A2, . . . , An;E

′} , E ′ = An+1E∩Pn−1 suy ra S∩Pn−1 =

Pn−1 ho°c S ∩Pn−1 l  si¶u m°t bªc hai trong Pn−1.

3.57. a) Chån möc ti¶u sao cho ph÷ìng tr¼nh cõa si¶u m°t bªc hai
câ d¤ng chu©n tc

x21 + x22 + . . . x2k − x2k+1 − . . .− x2r = 0.
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Khi �â �ìn h¼nh n chi·u A1, A2, . . . , An+1 l  �ìn h¼nh tü �èi cüc vîi
S.

b) Gi£ sû A1, A2, . . . , An+1 l  �ìn h¼nh tü �èi cüc vîi S. Chån möc
ti¶u

{A1, A2, . . . , An+1;E} ,

gi£ sû ph÷ìng tr¼nh cõa S câ d¤ng

n+1∑
i,j=1

aijxixj = 0.

Ph÷ìng tr¼nh si¶u ph¯ng �èi cüc ΠA1 cõa A1 l 

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1n+1xn+1 = 0.

Do A2, . . . , An+1 ∈ ΠA1 ⇒ a12 = . . . = a1n+1 = 0. T÷ìng tü, ta câ
aij = 0,∀i ̸= j. V¼ vªy ph÷ìng tr¼nh cõa si¶u m°t bªc hai trð th nh

a11x
2
1 + a22x

2
2 + . . .+ an+1n+1x

2
n+1 = 0.

B¬ng ph²p �êi möc ti¶u th½ch hñp (giú nguy¶n c¡c �¿nh A1, A2, . . .,
An+1) �÷a �÷ñc ph÷ìng tr¼nh tr¶n v· d¤ng chu©n tc.

3.58. a) ΠA1 : 2x1 − 3x2 = 0

ΠA2 : −3x1 + x2 + 2x3 = 0.

ΠA3 : x2 − x3 = 0

ΠE : x1 = 0

ΠM : 7x1 + 3x2 − 12x3 = 0.

b) (1, 3,−2).

3.59. �iºm li¶n hñp vîi A �èi vîi S v  n¬m tr¶n a ch½nh l  giao
�iºm cõa ΠA vîi a. �iºm �â câ tåa �ë l  (5, 1, 1).

3.60. I khæng ph£i l  �iºm ký dà cõa S n¶n câ si¶u ph¯ng �èi cüc
ΠI . Khi �â I ∈ ΠA ∩ ΠB ∩ ΠC ∩ . . .⇔ A,B,C, . . . ∈ ΠI .

3.61. Sû döng t½nh ch§t cõa h¼nh 4 c¤nh to n ph¦n, c¡c �iºm ch²o
�æi mët li¶n hñp vîi nhau l m th nh tam gi¡c tü �èi cüc �èi vîi S.
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3.62. Ta câ AP ′, BQ′, CR′ t÷ìng ùng l  �èi cüc cõa P,Q,R. V¼
P,Q,R th¯ng h ng n¶n AP ′, BQ′, CR′ �çng qui.

3.63. Gåi α = BC×B′C ′, β = CA×C ′A′, γ = AB×A′B′. Sû döng
�ành lþ Desargues ch¿ c¦n chùng minh α, β, γ th¯ng h ng. B¬ng c¡ch
chån möc ti¶u trong m°t ph¯ng, ch¯ng h¤n {A,B,C;E}, tø ph÷ìng
tr¼nh cõa S ta câ ph÷ìng tr¼nh cõa �÷íng B′C ′ (�èi cüc cõa A) v 
tåa �ë cõa α = BC ×B′C ′. T÷ìng tü, câ tåa �ë cõa β, γ. Tø �â ch¿
ra sü th¯ng h ng cõa 3 �iºm n y.

3.64. Ti¸p tuy¸n l  �÷íng th¯ng qua A v  giao �iºm cõa S vîi si¶u
ph¯ng �èi cüc cõa A �èi vîi S. Hai ti¸p tuy¸n �â câ ph÷ìng tr¼nh:
x2 + x3 = 0 v  6x1 + x2 − 8x3 = 0.

3.65. A2, A3 thuëc �÷íng bªc hai v  A1A2, A1A3 t÷ìng ùng l  �÷íng
th¯ng �èi cüc cõa A2, A3, suy ra ph÷ìng tr¼nh cõa �÷íng bªc hai l 
x21 + ax2x3 = 0, a ̸= 0.

3.66. a) �÷ñc, v¼ �÷íng th¯ng khæng tròng vîi �÷íng th¯ng væ tªn
x3 = 0.

b) �÷ñc, v¼ �÷íng bªc hai khæng n¬m trong �÷íng th¯ng væ tªn
x3 = 0.

Li¶n h» x¤ £nh giúa hai h ng �iºm, giúa hai chòm �÷íng
th¯ng v  mët sè �ành l½ cê �iºn v· �÷íng bªc hai x¤ £nh

3.67 a) Düa v o li¶n h» giúa sè k²p cõa h ng 4 �iºm v  chòm 4
�÷íng th¯ng vîi chó þ r¬ng f b£o tçn t¿ sè k²p cõa chòm 4 �÷íng
th¯ng b§t ký.

b) f l  ph²p phèi c£nh khi a × a′ l  �iºm tü ùng, tùc a v  a′ còng
�i qua giao �iºm cõa mët c°p �÷íng th¯ng t÷ìng ùng qua f .

3.68. �èi ng¨u vîi b i 67 .

3.69. a) Sû döng �ành lþ Steiner.

b) Khæng tçn t¤i.

3.70. �¿nh C l  giao �iºm cõa hai �÷íng th¯ng t÷ìng ùng thuëc hai
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chòm {α}, {β} trong li¶n h» x¤ £nh. X£y ra hai tr÷íng hñp:

+ α, β, γ khæng th¯ng h ng, li¶n h» x¤ £nh khæng l  ph²p phèi c£nh
n¶n qu¾ t½ch C l  conic �i qua α, β, a× b (trø a× b).

+ α, β, γ th¯ng h ng, li¶n h» x¤ £nh l  ph²p phèi c£nh n¶n qu¾ t½ch
C l  �÷íng th¯ng �i qua a× b (trø a× b).

3.71. Tø li¶n h» giúa t¿ sè k²p cõa h ng �iºm v  t¿ sè k²p cõa chòm
�÷íng th¯ng, suy ra ph²p �°t t÷ìng ùng �÷íng th¯ng AN vîi �÷íng
th¯ng BM x¡c �ành li¶n h» x¤ £nh giúa hai chòm t¥m A v  t¥m B.
Khi P , A, B th¯ng h ng, li¶n h» x¤ £nh l  phèi c£nh, qu¾ t½ch K

l  mët �÷íng th¯ng (tröc cõa ph²p phèi c£nh). Khi P , A, B khæng
th¯ng h ng, li¶n h» x¤ £nh khæng l  phèi c£nh, quÿ t½ch K l  mët
�÷íng conic �i qua A v  B.

3.72. I l  giao �iºm cõa hai �÷íng th¯ng t÷ìng ùng trong li¶n h» x¤
£nh {A;AN}, {B;BM} giúa hai chòm. Tòy thuëc v o �÷íng th¯ng
d câ �i qua cüc �iºm cõa AB hay l  khæng, ta câ qu¾ t½ch cõa I l 
�÷íng th¯ng �i qua cüc �iºm cõa AB hay �÷íng conic �i qua A,B
v  cüc �iºm cõa AB.

3.73. Sû döng �ành lþ Pascal v  �ành lþ Brianchon �£o.

3.74. �p döng �ành lþ Pascal cho löc gi¡c nëi ti¸p suy bi¸n

A′A′B′B′C ′C ′.

3.75. Sû döng �ành lþ Brianchon cho löc gi¡c suy bi¸n.

3.76. Sû döng �ành lþ Brianchon cho löc gi¡c suy bi¸n.

3.77. Sû döng �ành lþ Brianchon cho löc gi¡c suy bi¸n.

3.78. Sû döng �ành lþ Pascal cho löc gi¡c suy bi¸n.

3.79. �p döng �ành lþ Pascal cho löc gi¡c suy bi¸n.

3.80. �p döng �ành lþ Pascal cho löc gi¡c nëi ti¸p suy bi¸n, suy ra
B′C ′ luæn �i qua giao �iºm I cõa AD v  BC.

3.81. Sû döng �ành lþ Brianchon chùng minh AB′, BA′, PQ �çng
qui.

315



Mæ h¼nh x¤ £nh cõa khæng gian afin

3.84. Sû döng t½nh ch§t cõa cüc, �èi cüc �èi vîi �÷íng conic trong
m°t ph¯ng x¤ £nh v  li¶n h» giúa t¿ sè k²p cõa h ng �iºm v  chòm
�÷íng th¯ng.

3.86. B i to¡n x¤ £nh t÷ìng ùng l  h» qu£ trüc ti¸p cõa t½nh ch§t
tr¶n h¼nh 4 c¤nh to n ph¦n.

3.87. Sû döng �ành lþ Pascal �º chùng minh c¡c �÷íng th¯ng l 
�çng qui.

3.88. Tr¶n mæ h¼nh x¤ £nh cõa m°t ph¯ng afin, méi �÷íng k½nh cõa
parabol l  �÷íng th¯ng �èi cüc cõa mët �iºm n¬m tr¶n �÷íng th¯ng
væ tªn (�÷íng th¯ng ti¸p xóc vîi conic), do �â c¡c �÷íng th¯ng n y
câ chung mët �iºm, �â l  ti¸p �iºm cõa �÷íng th¯ng væ tªn vîi
conic, câ ngh¾a l  trong m°t ph¯ng afin, c¡c �÷íng th¯ng n y song
song hay câ còng ph÷ìng.
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PHÖ LÖC

H¼nh håc gi£i t½ch cõa c¡c m°t bªc hai
trong khæng gian 3 chi·u

Trong khæng gian 3 chi·u thæng th÷íng, mët sè m°t th÷íng g°p
l  m°t bªc hai, ph÷ìng tr¼nh cõa chóng �÷ñc thi¸t lªp khi cho tr÷îc
mët h» tåa �ë (möc ti¶u) trüc chu©n, cán gåi l  h» tåa �ë Descartes
vuæng gâc. Trong möc n y, chóng ta s³ kh£o s¡t cö thº h¼nh håc cõa
mët sè m°t �â.

1. M°t elipxoit

Trong m°t ph¯ng Oxz cõa khæng gian vîi h» tåa �ë trüc chu©n
Oxyz, x²t �÷íng elip câ ph÷ìng tr¼nh

x2

a2
+
z2

c2
= 1.

Quay �÷íng elip quanh tröc Oz ta �÷ñc mët m°t bªc hai, gåi l  m°t
elipxoit trán xoay câ ph÷ìng tr¼nh

x2

a2
+
y2

a2
+
z2

c2
= 1.

Giao tuy¸n cõa m°t n y vîi m°t ph¯ng z = m (h¬ng sè), |m| < c l 
mët �÷íng trán, h¼nh chi¸u cõa nâ l¶n m°t ph¯ng Oxy câ ph÷ìng
tr¼nh

x2

a2
+
y2

a2
= 1− m2

c2
.

Vîi méi �iºm M0(x0, y0, z0) thuëc m°t tr¶n, l§y �iºm M(x, y, z) sao
cho 

x = x0

y = ky0

z = z0

.
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trong �â k l  mët sè d÷ìng cè �ành. Ph²p t÷ìng ùngM0 vîiM �÷ñc
gåi l  ph²p co v· m°t ph¯ng Oxz. V¼ �iºmM0 n¬m tr¶n m°t elipxoit
trán xoay n¶n

x20
a2

+
y20
a2

+
z20
c2

= 1.

Bði vªy,
x2

a2
+

y2

(ka)2
+
z2

c2
= 1.

N¸u �°t b = ka, c¡c �iºm M s³ n¬m tr¶n m°t câ ph÷ìng t¼nh

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1.

Ta gåi m°t n y l  m°t elipxoit (têng qu¡t).

H¼nh 3.35: M°t elipxoit

2. M°t nân

Trong m°t ph¯ng Oxz cõa khæng gian vîi h» tåa �ë trüc chu©n
Oxyz, x²t �÷íng th¯ng qua gèc câ ph÷ìng tr¼nh

x

a
− z

c
= 0.
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Quay �÷íng th¯ng quanh tröc Oz, m°t nân trán xoay t¤o th nh câ
ph÷ìng tr¼nh

x2

a2
+
y2

a2
− z2

c2
= 0.

Nh÷ vªy, m°t nân trán xoay l  mët m°t bªc hai. Giao tuy¸n cõa
m°t n y vîi m°t ph¯ng z = m l  mët �÷ìng trán v  h¼nh chi¸u cõa
nâ l¶n m°t ph¯ng Oxy câ ph÷ìng tr¼nh

x2

a2
+
y2

a2
=
m2

c2
.

Thüc hi»n ph²p co m°t v· m°t ph¯ng Oxz (nh÷ ð tr¶n), ta nhªn
�÷ñc m°t câ ph÷ìng tr¼nh

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 0.

Ta gåi m°t n y l  m°t nân elipxoit, giao tuy¸n vîi m°t ph¯ng
z = m l  mët �÷íng elip.

H¼nh 3.36: M°t nân trán xoay
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3. M°t trö

Trong m°t ph¯ng Oxz cõa khæng gian vîi h» tåa �ë trüc chu©n
Oxyz, x²t �÷íng th¯ng câ ph÷ìng tr¼nh

x = a, a > 0.

Quay �÷íng th¯ng tr¶n quanh tröc Oz, ta �÷ñc m°t trö trán xoay
(tröc Oz), �â l  mët m°t bªc hai câ ph÷ìng tr¼nh

x2 + y2 = a2.

�¥y công l  ph÷ìng tr¼nh cõa �÷íng trán câ t¥m l  gèc tåa �ë, b¡n
k½nh a, n¬m trong m°t ph¯ng Oxy (hay z = 0).

Ph÷ìng tr¼nh m°t trö trán xoay ð tr¶n câ thº vi¸t l¤i l 

x2

a2
+
y2

a2
= 1.

Thüc hi»n ph²p co m°t v· m°t ph¯ng Oxz, ta nhªn �÷ñc m°t câ
ph÷ìng tr¼nh

x2

a2
+
y2

b2
= 1,

ta nhªn �÷ñc m°t trö eliptic. Giao tuy¸n cõa m°t trö eliptic vîi
m°t ph¯ng z = m l  mët elip.

H¼nh 3.37: M°t trö trán xoay
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4. M°t hypeboloit

Trong m°t ph¯ng Oxz cõa khæng gian vîi h» tåa �ë trüc chu©n
Oxyz, x²t �÷íng hypebol câ ph÷ìng tr¼nh

x2

a2
− z2

c2
= 1, a, c > 0.

Quay �÷íng hypebol quanh tröc Oz, m°t trán xoay t¤o th nh câ
ph÷ìng tr¼nh

x2

a2
+
y2

a2
− z2

c2
= 1.

�¥y l  mët m°t bªc hai, gåi l  m°t hypeboloit trán xoay 1 t¦ng. Giao
tuy¸n cõa m°t tr¶n vîi m°t ph¯ng z = m l  mët �÷íng trán. Thüc
hi»n ph²p co m°t tr¶n v· m°t ph¯ng Oxz, ta �÷ñc m°t hypeboloit

eliptic 1 t¦ng câ ph÷ìng tr¼nh
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1. N¸u quay �÷íng

hypebol tr¶n quanh tröc Ox, m°t trán xoay t¤o th nh câ ph÷ìng
tr¼nh

x2

a2
− y2

c2
− z2

c2
= 1.

�¥y l  mët m°t bªc hai, gåi l  m°t hypeboloit trán xoay 2 t¦ng.
Giao tuy¸n cõa m°t vîi m°t ph¯ng x = m, |m| > a, l  mët �÷íng
trán. Thüc hi»n ph²p co m°t tr¶n v· m°t ph¯ng Oxz, ta �÷ñc m°t
bªc hai, gåi l  m°t hypeboloit eliptic 2 t¦ng câ ph÷ìng tr¼nh

x2

a2
− y2

b2
− z2

c2
= 1.

5. M°t paraboloit

Trong m°t ph¯ng Oxz cõa khæng gian vîi h» tåa �ë trüc chu©n
Oxyz, x²t �÷íng parabol câ ph÷ìng tr¼nh

x2 = kz, k > 0.

Quay �÷íng parabol quanh tröc Oz, m°t trán xoay t¤o th nh câ
ph÷ìng tr¼nh

x2

a2
+
y2

a2
= z, k = a2.
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H¼nh 3.38: M°t hypeboloit 1
t¦ng

H¼nh 3.39: M°t hypeboloit 2
t¦ng

�¥y l  mët m°t bªc hai, �÷ñc gåi l  m°t paraboloit trán xoay. Giao
tuy¸n cõa m°t vîi m°t ph¯ng z = m > 0 l  mët �÷íng trán. Thüc
hi»n ph²p co m°t tr¶n v· m°t ph¯ng Oxz, ta �÷ñc m°t paraboloit
eliptic câ ph÷ìng tr¼nh

x2

a2
+
y2

b2
= z.

Giao tuy¸n cõa m°t n y vîi m°t ph¯ng x = m l  �÷íng parabol,
h¼nh chi¸u cõa nâ l¶n m°t ph¯ng Oyz câ ph÷ìng tr¼nh

y2

b2
= z − m2

a2
.

Chóng ta câ thº xem m°t paraboloit eliptic nâi tr¶n �÷ñc t¤o th nh
khi tành ti¸n �÷íng parabol sau trong m°t ph¯ng Oyz

y2

b2
= z

theo ph÷ìng tröc Ox sao cho �¿nh cõa nâ luæn n¬m tr¶n parabol

x2

a2
= z
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B¥y gií, n¸u tành ti¸n theo ph÷ìng tröc Ox �÷íng parabol

−y
2

b2
= z

sao cho �¿nh cõa nâ luæn n¬m tr¶n parabol

x2

a2
= z

ta nhªn �÷ñc m°t bªc hai câ ph÷ìng tr¼nh

x2

a2
− y2

b2
= z,

�÷ñc gåi l  m°t paraboloit hypebolic (hay m°t y¶n ngüa). Giao tuy¸n
cõa m°t n y vîi m°t ph¯ng z = m l  �÷íng hypebol, h¼nh chi¸u cõa
nâ l¶n m°t ph¯ng Oxy câ ph÷ìng tr¼nh

x2

a2
− y2

b2
= m.

H¼nh 3.40: M°t paraboloit.
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